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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Breve historia de la astrosismologia

La existencia de estrellas de brillo variable es conocida desde hace siglos. Al-
gunas de las primeras en ser observadas fueron varias supernovas, como la del ano
1006, la de la Nebulosa del Cangrejo de 1054, la de Tycho de 1572, o la del 1604,
estudiada por Kepler. Otras, como Mira o Algol, cuya variabilidad es apreciable a
simple vista, se conocian ya a mediados del siglo XVII. La construccién de grandes
telescopios a finales del siglo XVIII por Herschel permitié el avance en la deteccion
de estos objetos, aunque muchos de ellos fueron descubiertos de forma fortuita en el
transcurso de otras investigaciones.

En 1844 el astréonomo aleméan Argelander lanzé una llamada, publicada en el
Schumacher’s Yearbook de ese ano, dirigida a los astréonomos aficionados, con el fin
de intensificar las observaciones en busca de este tipo de estrellas, lo que consti-
tuy6 un decisivo avance de la astrosismologia. En dicho comunicado se describe el
conocimiento existente hasta la fecha sobre variabilidad estelar, asi como el método
observacional (método de Argelander) que permitia a cualquier interesado estimar
los cambios de brillo. El desarrollo de las técnicas fotograficas llevado a cabo por la
Seccién de Estrellas Variables de la Asociacién Astronémica Britanica, y su utiliza-
cién de forma sistematica a partir de 1890 por parte del Observatorio del Harvard
College en Cambridge (Massachusets, EE.UU), ayudado desde su otro observatorio
en Arequipa (Peri), contribuyeron en gran medida al incremento del nimero de
estrellas variables conocidas. Estas busquedas sistematicas se concentraron princi-
palmente sobre regiones densas de la Via Lactea y las Nubes de Magallanes, con lo
que su numero ascendia ya a varios miles a principios del siglo XX.

La rapida evolucion en la deteccion de este tipo de estrellas puede apreciarse
claramente en su nomenclatura. El propio Argelander, iniciador también del catalogo
BD (Bonner Durchmusterung), no creyé posible la existencia de més de 9 variables
por constelacion, por lo que las nombré con maytsculas a partir de la R, seguido del
nombre de la constelacién (el uso de letras minisculas o mayisculas anteriores a la R
se reservaba generalmente para designar otros aspectos). Pronto se tuvo que empezar
a emplear letras dobles (RR a RZ, SS a SZ, etc.), incluso anteriores a la R (AA a
AZ, hasta QQ a QZ), lo que daba lugar a 334 posibilidades por constelacién. Nijland
traté de introducir un sistema mas simple, designando a cada estrella variable en una
constelacién dada, mediante una V més un nimero de orden seguido del nombre de
la misma. A pesar de la utilidad de esta idea, el arraigo de la nomenclatura antigua
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hizo que su implantacion se produjera sélo en aquellos casos en los que habia mas
de 334 variables, pasando a designarse con V335, V336, etc., mas el nombre de la
constelacion, con lo que el problema quedaba resuelto para el futuro.

El uso de los fotomultiplicadores por parte de la Asociacion Americana de Estre-
llas Variables a partir de 1911, y mas recientemente, de los detectores tipo CCD, han
supuesto un gran avance en la busqueda de este tipo de estrellas. Dichos estudios
han ido evolucionando en medios técnicos y humanos hasta nuestros dias, llegando
a conocerse 28345 objetos de este tipo en 1992, sélo en nuestra galaxia (General
Catalogue of Variable Stars; Kholopov et al., 1992). Con los recientes resultados del
satélite astrométrico HIPPARCOS, que ha observado una muestra de mas de cien
mil estrellas, se ha conseguido incrementar su nimero en unos 3000 objetos mas
(van Leeuwen et al., 1997).

Hay que distinguir entre variables en general y pulsantes. En un principio no se
conocia el origen de la variabilidad, por lo que se las englobaba a todas en conjun-
to, haciendo una mencién aparte a las supernovas, al ser un fenémeno claramente
diferente y visible tinicamente por un periodo limitado de tiempo. Mas tarde, se
consiguieron diferenciar las variables pulsantes, que son en si las que estudia la as-
trosismologia, de las eruptivas y las eclipsantes (siguiendo la clasificacién de Richter
et al., 1985). Brevemente diremos que las primeras se caracterizan por presentar
variaciones periédicas de luminosidad y velocidad radial, causadas por expansiones
y contracciones de la estructura estelar debidas a algin mecanismo de excitacion
interno. Este origen de la variabilidad es lo que las diferencia claramente de las eclip-
santes, que sufren ocultaciones, o las eruptivas, en las que tiene lugar generalmente
una transferencia de masa desde alguna companera cercana. Asimismo, al tratarse
de un fenémeno intrinseco a la estrella, sus pulsaciones muestran caracteristicas que
son reflejo de su estructura interna, radicando en este punto su interés.

Dentro de las pulsantes, las Cefeidas han ocupado siempre un lugar destacado,
tanto por motivos histéricos como por su gran amplitud de oscilacion. Esto hizo
que los primeros estudios tedricos tuvieran como principal objetivo explicar la causa
de su variabilidad, lo que condujo a Lord Kelvin, en 1863, y a Ritter, en 1879, a
desarrollar la teoria de las oscilaciones estelares. En concreto, este ultimo llevé a
cabo una discusion tedrica sobre las pulsaciones radiales en una estrella homogénea.
Sin embargo, no fue hasta anos méas tarde cuando Shapley (1914), basdndose en
el andlisis de diversas observaciones, dedujo que la hipétesis de la pulsaciéon era la
unica posible, en contra de la de binariedad, supuesta también hasta ese momen-
to. Algunas de las razones alegadas fueron los cambios de tipo espectral y de color
simultaneos a los de luminosidad, no explicables por esta ultima, asi como que el
radio estimado de la érbita debia ser menor que el de las componentes. Tras la su-
gerencia de Shapley, algunos afios més tarde, Eddington (1918, 1919) perfil6 la base
matematica de la teoria de las oscilaciones radiales y adiabaticas bajo el efecto de la
fuerza gravitatoria y del gradiente de presién. A estos trabajos les siguieron los de
Pekeris (1938) y Cowling (1941), en los que consiguieron la solucién analitica exacta
de las oscilaciones no radiales adiabaticas con modelos homogéneos y politropicos,
respectivamente.

Faltaba comprender la causa primera de la pulsacion. Las reacciones nucleares
en el interior estelar fueron el principal candidato hasta que se demostré que el
amortiguamiento radiativo de las capas superiores impedia la generaciéon de una
amplitud de oscilacién como la observada (~ 0.5 — 1 mag en las Cefeidas). Por
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tanto, el mecanismo excitador debia encontrarse en las capas externas de la estrella.
Zhevakin (1953) propuso el mecanismo k, producido por cambios de la opacidad en
la region de la segunda ionizacién del helio, como el responsable de la inestabilidad
pulsacional de las Cefeidas. Mas tarde, se comprobd que este mecanismo define una
franja en el diagrama HR que afecta no sélo a éstas, sino a otras muchas estrellas
pulsantes, como por ejemplo, las § Scuti (§ Sct).

Por tltimo, la conocida obra de Ledoux y Walraven (1958) compil6 todo el
conocimiento previo, llegando a ser una pieza bésica, junto al ya maés reciente trabajo
de Unno et al. (1989), en el estudio de las oscilaciones estelares.

1.2. La astrosismologia en la actualidad

El estudio de los modos propios de oscilacién de las estrellas, con el fin de ob-
tener informacién de su estructura interna, constituye el objetivo primordial de la
stsmologia estelar o astrosismologia. Estos modos son ondas estacionarias que se
propagan a través de cavidades resonantes, por lo que sus propiedades reflejan fiel-
mente las caracteristicas del interior estelar. Los observables tipicos, las variaciones
de luminosidad y velocidad radial, no son mas que el efecto manifiesto de los cambios
periddicos que tienen lugar en la configuracién de equilibrio, debidos a perturbacio-
nes ejercidas por algiin mecanismo excitador, como el ya mencionado mecanismo
k. En los ultimos anos se han desarrollado técnicas sobre nuevos observables, co-
mo la variacién de la anchura equivalente de las lineas de Balmer (Kjeldsen et al.,
1995), o la evolucién temporal del perfil de las lineas espectrales con la oscilacién
(Aerts, 1996; Schrijvers et al., 1997; Kennelly et al., 1998). Con esta informacién,
se trata entonces de confrontar la frecuencia de los modos propios, obtenidos a par-
tir de modelos estelares apropiados para cada objeto, con las observadas. Ademas,
como veremos mas adelante (ver Cap. 3), cada modo de oscilacién se carateriza
por una terna de valores (n,¢,m) que han de coincidir también con las predichas
tedricamente.

La astrosismologia es una de las ramas de la astrofisica mas jovenes, y poten-
cialmente, mas poderosas de las que disponemos hoy en dia para completar nuestro
conocimiento de la estructura y evolucion estelar, ya que, aparte de sondear direc-
tamente el interior de las estrellas, puede ser aplicada a objetos en diferentes etapas
evolutivas. En contrapartida, requiere largas campanas de observacién, involucrando
cooperaciones entre instituciones y telescopios de diferentes continentes con el fin
de obtener resultados de calidad que eviten las interrupciones debidas a la alternan-
cia dia-noche. Asimismo, estos largos periodos observacionales, de varias semanas
tipicamente, permiten la resolucién de modos de oscilaciéon préximos en frecuencia.
Actualmente se encuentran en funcionamiento varias de estas redes observacionales,
como STEPHI (Michel et al., 1995), DSN (Breger et al., 1998), STACC (Frandsen
et al., 1996) o WET (Winget, 1993).

A pesar de que las primeras estrellas pulsantes estudiadas fueron las Cefeidas
y las RR Lyrae, hoy en dia no se comprende el estudio de la astrosismologia si
no se comienza por el Sol, cuyo caracter pulsacional fue reconocido en la década
de los setenta. Esta rama concreta, conocida con el nombre de heliosismologia, ha
contribuido enormemente al conocimiento del interior solar, lo que ha llevado a los
astrofisicos a sugerir aplicaciones parecidas en las estrellas pulsantes multiperiédi-
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Figura 1.1: Espectro de potencias de las oscilaciones solares, obtenidas de observacio-
nes Doppler en luz integrada sobre todo el disco solar. La ordenada estd normalizada
para mostrar la potencia de la velocidad por unidad de frecuencia. Los datos abarcan
aproximadamente cuatro meses. Tomado de Christensen-Dalsgaard (1998).

cas conocidas. De hecho, parte del desarrollo de la teoria de las oscilaciones y de
los métodos de andlisis usados en la actualidad son fruto de la evolucién de la sis-
mologia solar. Asi, estos esfuerzos han sido dirigidos sobre objetos como las enanas
blancas, los osciladores rdapidos de tipo Ap, y en nuestro caso, las  Scuti, de las
que hablaremos méas extensamente en la Sec. 1.3. Otro nuevo conjunto de estrellas
susceptibles de ser estudiadas son aquellas en las que se presume que su espectro de
oscilacion pueda ser semejante al del Sol.

1.2.1. Breves apuntes sobre heliosismologia

El descubrimiento de las oscilaciones con periodos cercanos a los cinco minutos
en el Sol se debe a Leighton et al. (1962), los cuales observaron que la superficie solar
estaba compuesta por elementos con movimientos verticales, que ellos interpretaron
como debidos a excitaciones locales en la base de la fotosfera, consecuencia de la
sobrepenetracion de los granulos convectivos. Posteriores observaciones confimaron
la existencia de estas oscilaciones, aunque se abandonoé la hipotesis de la excitacién
por granulos, siendo reemplazada por la idea de que se trataban de modos propios de
oscilacién. Ulrich (1970) sugiri6 esta posibilidad al contrastar las observaciones rea-
lizadas hasta la fecha con las expectativas tedricas en un diagrama de diagnodstico
(frecuencia temporal frente a longitud de onda espacial) de las oscilaciones. De-
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safortunadamente, la baja resolucién, tanto temporal como espacial de los datos,
impidio el total convencimiento del resto de la comunidad cientifica. No fue hasta
anos mas tarde, cuando los datos de mayor resolucién proporcionados por Deubner
(1975, 1977) y, posteriormente, por Rhodes et al. (1977), demostraron la semejanza
entre los espectros tedricos realizados por Ando y Osaki (1975) y los observaciona-
les, confirmando su origen como procedente de pulsaciones globales del Sol. Uno de
los primeros resultados a destacar, conseguidos a partir de esta comparacién, fue el
aumento en un 50 % de la profundidad de la capa convectiva en el modelo solar de
la época (Gough, 1977).

La fuerza recuperadora en el caso de las oscilaciones solares es la presién (mds
concretamente, las diferencias de presién que producen las propias perturbaciones),
por lo que estos modos son también denominados modos p (ver Sec. 3.4.3). Estos, ob-
servados por Deubner, correspondian a escalas espaciales pequenas en comparacién
con el tamarnio del disco solar (grado ¢ elevado). Poco tiempo después; con observa-
ciones del disco solar integrado (Brookes et al., 1978; Claverie et al., 1979; Grec et
al., 1980) se detectaron modos p de ¢ bajo, y més tarde (Duvall y Harvey, 1983) se
obtuvieron los de grado ¢ intermedio. Paralelamente a esta fase de descubrimiento
de nuevos modos (actualmente se conocen unos 107 en un rango de frecuencias entre
1000 y 5000 pHz, con amplitudes de oscilacién superiores en algunos casos a 10
cm/s), se empezd a hacer uso de toda esta informacion con el objetivo de obtener
nuevos resultados sobre el interior solar: la profundidad de la capa convectiva (Bert-
homieu et al., 1980; Christensen-Dalsgaard et al., 1991), la velocidad del sonido en
el interior solar por métodos de inversiéon (Christensen-Dalsgaard et al., 1985), o
la medida del desdoblamiento rotacional de los modos y su aplicacion a la deter-
minacién de la dependencia radial (Duvall y Harvey, 1984) y latitudinal (Schou et
al., 1992) de la rotacién angular, son buena muestra de ello. Estos resultados han
permitido, a su vez, un avance sustancial en la teoria de la estructura y evolucion
tanto del Sol como, indirectamente, de las estrellas en general.

Notese que las frecuencias de los modos p de oscilacion en el Sol son préactica-
mente equidistantes entre si para el mismo valor de ¢ y diferente n. Esto es una
consecuencia del régimen asintético en el que se encuentran.

Los resultados mencionados han sido conseguidos, en buena parte, gracias a la
consecuciéon de observaciones que han permitido obtener series ininterrumpidas de
datos, mas largas y precisas, mediante medidas del desplazamiento Doppler en la
superficie solar y de la irradiancia. Asi, se han concebido con este objetivo tanto
campanas de observacién en el Polo Sur (Grec et al., 1980), como redes observacio-
nales con estaciones miltiples (BiSON, IRIS, GONG, TON; Palle, 1997) o misiones
espaciales (SMM, PHOBOS, SOHO; Toutain, 1997). Estos avances en los procedi-
mientos observacionales han permitido una mejora significativa en el conocimiento
de los aspectos tedricos mencionados anteriormente.

1.2.2. Resultados en otras estrellas

Dejando aparte el caso solar, las enanas blancas pulsantes son, sin duda, los
objetos de los que mas resultados se han obtenido por medio de las ténicas de la
astrosismologia (Vauclair, 1997). El descubrimiento de las pulsaciones en estas estre-
llas por Landolt (1968) ha hecho de ellas unos objetos atrayentes. En efecto, la gran
cantidad de modos detectados (més de cien en algunos casos), su gran amplitud de
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oscilacién (desde 0.3 mag, aproximadamente, hasta el limite de deteccién) y su corto
periodo (100-2000 s), las hacen propicias para su estudio. Tanto es asi que proyectos
como WET (Whole Earth Telescope; Winget, 1993), que usa hasta doce telescopios
con aperturas de 0.4 a 3.6 metros, bien distribuidos en longitud por el mundo, han
sido dedicados exclusivamente al estudio de estas estrellas. A semejanza del caso
solar, existen también equidistancias, aunque en este caso aparecen en los periodos,
ya que son éstos los que cumplen la teoria asintética. Como resultados interesan-
tes conseguidos (Kawaler, 1993), caben destacar: la medida de los desdoblamientos
rotacionales de las frecuencias, de la que se obtiene una estimacién del periodo de
rotacién de la estrella (del orden de unos pocos dias); una limitacién méxima al
campo magnético presente; medidas precisas de la masa estelar de hasta 0.01 Mq;
y ademas, informacion acerca de la estratificacion quimica en las capas externas.
La precision obtenida y un seguimiento continuado en el tiempo han permitido des-
cubrir que los periodos tienden a disminuir, hecho éste que, sin embargo, no se ha
conseguido reproducir todavia con los modelos (Kawaler et al., 1986). Nétese que, a
diferencia de lo que ocurre en el Sol, la fuerza recuperadora de los modos observados
en las enanas blancas es la gravedad, por lo que se les denomina modos g (ver Sec.
3.4.4).

Otros objetos peculiares de la Secuencia Principal (en adelante, MS, del inglés
Main Sequence), como las estrellas roAp (rapid oscillating Ap), han sido también
motivo de estudio (Kurtz, 1990). Sus extranas sobreabundancias en tierras raras
(Eu, Ho, Sr, entre otros), con espectros electromagnéticos modulados por la rota-
cion, al igual que su campo magnético, las hacen interesantes. Las amplitudes de
oscilacion son inferiores a 8 mmag, con periodos de 4 a 15 minutos. La teoria mas
utilizada hasta el momento para explicar su comportamiento es la del modelo de
rotor oblicuo (Babcock, 1949; Stibbs, 1950), en el que el eje de rotacién y el del
campo magnético estan separados por un angulo dado. El estudio de las oscilacio-
nes ha permitido obtener el valor de este angulo, confirmado posteriormente por
medidas independientes del campo magnético (Kurtz et al., 1990). Al igual que en
las enanas blancas, se ha observado una variacién temporal de los periodos, aun-
que posiblemente asociada a un ciclo magnético como el solar (Kurtz et al., 1994,
1997). A pesar del parecido de las caracteristicas de sus modos con los p solares, las
peculiaridades de estas estrellas complican su modelado.

Se han realizado varios intentos de encontrar comportamientos oscilatorios en
estrellas parecidas al Sol (tipo espectral F-G; Belmonte et al., 1990a,b), lo que cho-
ca con el inconveniente de su pequenisima amplitud. En el caso solar, ésta es de
unas 3 pmag en luminosidad, y de 10 cm/s en velocidad. Sin embargo, afortunada-
mente, se estima que sobre objetos de mayor luminosidad, afectados por el mismo
mecanismo de excitacién (el cual es debido a la conveccién turbulenta, no al meca-
nismo k), los niveles de amplitud han de ser mayores (Houdek et al., 1995). Con el
fin de minimizar el ruido, se han organizado campanas observacionales con grandes
telescopios, llegdndose a niveles de ruido de hasta 7 pmag (nivel de deteccién de 25
pmag) en estrellas de M67 (Gilliland et al., 1993), encontrandose indicios no defi-
nitivos de presencia de modos en el espectro. Los tultimos trabajos sobre 1 Bootis
(Carrier et al., 2005), en los que se han llevado a cabo medidas de la velocidad ra-
dial de alta precisién, han permitido la identificacién de 32 frecuencias entre 0.4 y
1.0 puHz. De hecho, se han encontrado las grandes y pequenas diferencias entre los
picos, con valores de Av = 39.9uHz y dv = 3.95uHz, respectivamente. Asimismo, se
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ha intentado aplicar técnicas de desplazamiento Doppler a tres candidatos: a Cen
A, Procion y 8 Hyi. Los resultados conseguidos hasta la fecha son tremendamente
interesantes. Por ejemplo, en la primera estrella se han identificado 28 modos p en
el rango entre 1.8 y 2.9 mHz (Bouchy y Carrier, 2002). Se espera la obtencién de
mejores resultados con la puesta en marcha de misiones espaciales como COROT
(Baglin y The COROT Team, 1998), donde 4 6 5 candidatos de este tipo (mds otros
secundarios existentes en el mismo campo de visién) serén escogidos para ser obser-
vados mediante fotometria durante unos 150 dias cada uno, evitando los efectos del
ruido atmosférico.

Por 1ltimo, cabe destacar el desarrollo en estos tltimos anos de campanas ob-
servacionales sobre otras estrellas pulsantes de la MS, como las estrellas de tipo ~
Doradus (v Dor), que ofrecen periodos de pulsacién muy largos, del orden de dias,
y cuyo mecanismo de exitacion parece deberse al bloqueo del flujo en la base de la
zona convectiva externa (Dupret et al., 2005b). De la misma manera, tenemos a las
(3 Cephei (Dziembowski y Jerzykiewicz, 1996), que son estrellas pulsantes calientes
de la MS, cuyo mecanismo de excitacion es semejante al x, pero la opacidad es, en
este caso, generada por lineas de hierro. Las oscilaciones de ambos tipos de pulsantes
parecen corresponderse con modos g. Ya mas recientemente, se ha descubierto un
nuevo tipo de estrellas pulsantes: las subenanas calientes EC 14026. Los espectros
de amplitudes observados parecen prometedores, con decenas de modos detectados
de periodos muy cortos (del orden de minutos) en la zonda de modos p (Koen et
al., 1998).

1.3. Las 0 Scuti

Tal y como comentabamos anteriormente, la banda de inestabilidad de las Ce-
feidas comprende la zona del diagrama HR en la que el mecanismo x de excitacion,
efectivo en la region de la segunda ionizacion del helio, es capaz de generar las pul-
saciones. En esta banda se encuentran, de mayor a menor luminosidad: las Cefeidas;
las RR Lyrae en la rama horizontal de las gigantes; las ¢ Scuti, v Doradus y roAp
cortando a la Secuencia Principal; y en la fase de enanas blancas, las ZZ Ceti. El
interés que presenta el estudio de las d Scuti en la sismologia estelar radica en su
cercania a la MS y en su carencia de peculiaridades como campos magnéticos inten-
sos, abundancias quimicas andémalas o velocidades de rotacion demasiado elevadas.
Las ¢ Scuti se encuentran en un estado evolutivo muy temprano en el que comienzan
a abandonar la MS, quemando hidrégeno en un nticleo convectivo mediante el ciclo
CNO, o empezando su combustion en una capa, antes de entrar plenamente en la fase
de subgigante. Esto permite que la fisica interna de estas estrellas se pueda modelar
adecuadamente. Un muestreo de diferentes estrellas en distintas fases evolutivas,
hasta la Post-MS, con espectros de amplitudes estudiados por la astrosismologia,
podria dar idea de los cambios que van sufriendo en su estructura interna.

1.3.1. Caracteristicas de las § Scuti

Estos objetos recibieron tal nombre a partir de la estrella arquetipo 0 Scuti,
cuyo comportamiento oscilatorio fue descubierto por Campbell y Wright (1900). En
la tabla 1.1 se muestran sus principales caracteristicas.
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Figura 1.2: Diagrama de Hertzsprung-Russel (HR) donde se representan los diversos
tipos conocidos de estrellas variables y la posicién del Sol (®). Las lineas continuas
representan los caminos evolutivos de estrellas de 1, 2, 3, 4, 7, 12 y 20 M (en
orden ascendente). La linea discontinua representa el limite inferior de la Secuencia
Principal, también denominada de edad cero (ZAMS). También se muestran las
lineas que delimitan la banda de inestabilidad de las Cefeidas.
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Tipo espectral: A2-FO

Clase de luminosidad: Iv-v

Amplitudes de oscilacion: desde varias décimas de magnitud hasta el limite instrumental
actual (=~ 0.1 mmag). Valor tipico de la amplitud de oscilacién,
pico a pico, en el filtro V de Johnson: AV ~ 20 mmag.

Periodo de oscilacion: P < 0.3 dias (30 min - 5 h)
Masa: 1.5 — 2.5Mg

Tey: 6500 — 8500 K

My 0.0 < My < 3.0
Luminosidad: 5<L/Ls <80

Tabla 1.1: Principales caracteristicas de las estrellas § Scuti.

Cefeidas

RRLyrae

roAp

v Doradus

Pulsantes | § Cephei

77 Ceti

Estrellas variables Alta amplitud: AV > 0.3 mag
(Cefeidas enanas, Al Vel, RR)

0 Scuti =

Baja amplitud: AV < 0.3 mag
Eclipsantes

Eruptivas

Tabla 1.2: Clasificacion de las estrellas variables hasta llegar a las d Scuti.

Generalmente se trata de estrellas de Poblacién I ([Fe/H] > —0.3 y pequena ve-
locidad de dispersion), salvo un pequenio grupo pobre en metales y con alta velocidad
de dispersién, cuyo principal ejemplo es SX Phe, y que se considera actualmente co-
mo un subgrupo de Poblacién II (Baglin et al., 1980).

1.3.2. Historia

Historicamente, las ¢ Scuti han sido clasificadas de varias formas, en diferentes
épocas. Adjudicadas inicialmente al grupo de las § CMa, pasaron a considerarse
del tipo RR Lyrae, debido a su semejanza en el periodo de los modos. Smith (1955)
separo de éstas un subconjunto de estrellas de periodo y luminosidad menores que los
habituales, llamandolas “Cefeidas enanas”, por su comportamiento parecido al de las
Cefeidas clasicas. Esto fue ratificado al comprobarse que pertenecian a poblaciones
distintas. A veces se les denomina también estrellas Al Vel (Bessell, 1969) o variables
RR (Kukarkin, 1969). Eggen (1956a,b) detect6 un grupo de variables de Poblacién I
de periodo muy corto ( “ultra short periodic variables™), con periodos y luminosidades
atun menores que los de las Cefeidas enanas, que él denominé d Scuti, al estar formado
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por: ¢ Scuti, DQ Cep, CC And, 6 Del y p Pup. Las Cefeidas enanas y las § Scuti
se diferenciaban en la mayor amplitud de aquéllas (AV > 0.3 mag), con escasos
modos de oscilacién (1 6 2), ademads radiales, frente al cardcter multiperiédico y
probablemente no radial, debido a la gran proximidad entre picos (Shobbrook y
Stobie, 1974), que presentaban estas ultimas. Las investigaciones se sucedieron con
el fin de establecer si estas diferencias se debfan a un distinto estado evolutivo de
ambos grupos (McNamara y Feltz, 1978; Wolff, 1983; McNamara, 1985). De hecho,
se intento incluso encuadrar a las Cefeidas enanas dentro de una rama sub-horizontal
mediante modelos de evolucién, con resultados fallidos (Fernley et al., 1987). Hoy
en dia existe un consenso general en que todas ellas son del mismo tipo (Baglin
et al., 1973; Breger, 1979, 1980), unas de alta amplitud (HADS, del inglés High-
Amplitude § Scuti), y otras, mas numerosas, de baja amplitud. Se cree que la razén
de que haya menos § Scuti de alta amplitud estriba en que se encuentran en una fase
tardia de la Secuencia Principal, y por tanto, su evoluciéon es mas rapida, aunque
por ahora no se ha podido comprobar observacionalmente, ya que no se han hallado
estrellas de este tipo en ciimulos abiertos (Petersen y Christensen-Dalsgaard, 1996).
En la tabla 1.2 se muestra un esquema de clasificacién de las estrellas variables que
clarifica la situacion actual de las § Scuti.

1.3.3. Resultados estadisticos

Desde las 5 estrellas 0 Scuti catalogadas por Eggen en 1956, no hubo ningtn
otro objeto anadido hasta 1966, fecha a partir de la cual, y hasta la actualidad, el
nimero de miembros de este grupo ha aumentado considerablemente gracias a la
realizaciéon de bisquedas sistematicas (Danziger y Dickens, 1967; Millis, 1967; Jor-
gensen et al., 1971; Breger, 1966, 1969, 1972, 1979). Todas las estrellas encontradas
hasta noviembre de 1993 han sido compiladas y catalogadas en un excelente trabajo
de Rodriguez et al. (1994) con una muestra final de 298 objetos. Estos estudios han
demostrado que las § Scuti son estrellas bastante comunes, encontrandose que su
porcentaje en la banda de inestabilidad de los cimulos es aproximadamente igual
que en las estrellas de campo (=~ 1/3; Wolff, 1983). Algunos de los resultados ob-
servacionales mas destacados son los siguientes, siendo AV la amplitud del modo
dominante:

= El niimero de estrellas § Scuti aumenta sustancialmente para ampli-
tudes AV bajas, lo que apoya la suposicion de que la clasificacién de una
estrella como variable o no, es un efecto de seleccién causado por la capacidad
instrumental del momento.

» La amplitud AV disminuye exponencialmente con el aumento de la
velocidad proyectada de rotaciéon de la estrella, v sin ¢. Para estrellas ¢
Scuti se encuentra (vsini) ~ 100 km/s, mientras que para las de alta amplitud
se tiene (vsini) < 20 km/s.

s Las § Scuti de baja amplitud, mas cercanas a la MS, presentan com-
plejos espectros de frecuencias, mientras que las de alta amplitud,
mas luminosas y supuestamente mas evolucionadas, pulsan general-
mente en 1 6 2 modos. Este hecho, ya apuntado por Breger (1979, 1991),
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es probablemente debido a la mayor presencia de modos no radiales en el pri-
mer tipo, los cuales se encuentran desdoblados por efecto de la rotacion. Sin
embarfo, existen casos que no cumplen esto, como el de la estrella de alta am-
plitud AI Vel, en la que recientemente se han detectado 5 modos de oscilacién
(Walraven et al., 1992). Esto apunta a que el hecho remarcado al principio de
este punto puede tratarse de un sesgo observacional debido al umbral actual
de deteccién instrumental, ya que los modos de alta amplitud de esta estrella
eran s6lo dos (ver por ejemplo lo que comentamos sobre la estrella Altair en

la Sec. 1.3.5).

= El periodo de las pulsaciones tiende a aumentar en osciladores de
mayor amplitud.

1.3.4. Mecanismo de excitacion

Desde que Zhevakin (1953) sugiriera el mecanismo x como agente excitador en
las Cefeidas, la localizacion en el diagrama HR de la regiéon donde este mecanismo
es eficiente ha sido el objetivo de muchos autores. Esta regién, o banda de inestabi-
lidad, se puede determinar tanto teéricamente (Petersen, 1976; Stellingwerf, 1979;
Breger et al., 1998) como observacionalmente (Breger, 1979, 1995) (ver Fig. 1.2).
Estos limites observacionales vienen dados por una franja comprendida entre las
dos lineas (8800 K en ZAMS, 8400 K a My = 0.65) y (7500 K en ZAMS, 6950 K
a My = 1.7), donde ZAMS son las siglas de Zero-Age Main Sequence, o Secuen-
cia Principal de Edad Cero. A éstas se las denomina como borde azul y borde rojo,
respectivamente. Chevalier (1971) ya encontrd, usando algunos modelos representa-
tivos de estas estrellas, que el modo fundamental radial y el primer sobretono radial
podian estar excitados eficientemente ante la acciéon del mecanismo k, que se desa-
rrolla en la regién de ionizacion del helio de las § Scuti. Posteriormente se encontro el
mismo resultado para modos no radiales, o sea, de ¢ > 0 (Dziembowski, 1977; Lee,
1985). Nétese que, junto a los mecanismos de excitacién, existen otros de amorti-
guacion o saturaciéon que impiden que la amplitud de la oscilacién se incremente
indefinidamente.

Es de destacar que tanto las estrellas Am, ricas en metales, como las roAp,
comparten la misma zona en la banda de inestabilidad que las § Scuti, siendo sin
embargo su comportamiento completamente diferente. En las Am no se producen
oscilaciones (aunque este hecho estd actualmente en discusién, Kurtz et al., 1995),
debido probablemente al hundimiento del helio (desapareciendo por tanto la regién
de ionizacién), mientras que los metales afloran a la superficie debido a un empuje
de la presion de la radiacién que actia de forma selectiva, dando lugar a un espectro
electromagnético peculiar, rico en lineas metdalicas. Asimismo, las roAp muestran
unos periodos tipicos mucho menores que los de las d Scuti, cuyo origen puede
hallarse en la influencia del gran campo magnético existente en estas estrellas.

1.3.5. Modos de oscilacion

La observacion de la variacién temporal de los periodos de oscilacion de una
estrella es un factor potencialmente constrastable con el cambio esperado debido a
la evolucion estelar. Sin embargo, los tltimos avances en esta confrontacion teérico-
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observacional (Breger et al., 1998) no parecen conducir a resultados definitivos. Los
estudios de estos autores se han concentrado principalmente sobre estrellas § Scu-
ti de alta amplitud con pulsacién radial, para las que se encontré una variacion
(1/P)dP/dt del orden de 10~" afios™*, en algunos casos positiva y en otros negati-
va. Esta es aproximadamente un orden de magnitud mayor que la esperada para la
evolucion a lo largo de la Secuencia Principal, debida fundamentalmente al cambio
en la densidad media. Esta, ademas, debiera ser siempre positiva hasta llegar a la
fase de contraccién global (fin de la MS). Segun los modelos calculados, varias de
estas estrellas se encontraban en esta zona, pero la variacion de sus periodos era, sin
embargo, negativa. La preferencia por analizar los modos radiales viene dada por la
menor dependencia que presentan con distintos fenémenos, como la rotacion. Los
mismos autores encontraron incluso casos, como el de Al Vel, en el que el primer
sobretono radial sufre variaciones, mientras que el fundamental radial permanece
constante, cuando ambos debieran comportarse aproximadamente de la misma for-
ma. En pulsadores de Poblacion II, tipo SX Phe, se daban incluso fenémenos de
saltos abruptos del orden de AP/P =~ 107%. Breger et al. (1998) dedujeron, por tan-
to, que otros efectos no evolutivos, como interacciones no lineales entre los modos,
debian estar enmascarando las variaciones evolutivas.

Un posible medio para aumentar la informacion que se pueden obtener de estas
estrellas es incrementar el nimero de frecuencias detectadas. Con este objetivo en
mente, varias redes internacionales, como las ya mencionadas en la sec 1.2, han
tratado de recoger el mayor nimero posible de horas de observacién, con la intencion
de minimizar el ruido en el espectro de Fourier. Hasta el momento se han encontrado
varios objetos con més de una decena de modos observados (BH Psc, Mantegazza
et al., 1996), pero ha sido en FG Vir donde se ha detectado un mayor niimero de
ellos, 79 en total, entre 5.7 y 44.3 ¢/d, con amplitudes superiores a las 0.2 mmag,
gracias a las campanas multisite relizadas durante varios anos, que suman un total
de 926 horas de observacién (Breger et al., 2005). Més recientemente, se ha obtenido
un numero parecido de frecuencias con los datos espaciales del satélite MOST, que
actualmente estén siendo estudiadas con prometedoras perspectivas (Moya et al., en
preparacién). Siguiendo en esta misma linea, se han desarrollado otras campanas,
como STACC (Frandsen, 1998), sobre BN y BV Cnc, dos estrellas § Scuti del cimulo
del Pesebre, que han proporcionado un ntimero atin mayor de horas de observacion,
asi como una mejor informacion, al disponerse de series tanto fotométricas como
espectroscopicas.

Asimismo, recientemente se ha descubierto el caracter pulsacional multiperiodico
de una estrella brillante (M, ~ 4), y tradicionalmente constante, Altair (Buzasi
et al., 2005), lo que ha permitido su estudio sismico (Sudrez et al., 2005). Este
descubrimiento ha supuesto una evolucion en nuestra consideracién de las estrellas
pulsantes en relacién a su brillo, ya que la disminucién observada con el brillo en el
numero de estrellas variables de la banda de inestabilidad puede deberse simplemente
a un sesgo observacional.

Otro hecho a destacar es el por qué no aparecen todos los modos posibles en la
zona del espectro de frecuencias en la que se encuentra la senal. Esto es, si compara-
mos el espectro tedrico con el observacional en dicha zona, vemos que el nimero de
modos detectados es siempre mucho menor que el que debiera hallarse, dando lugar
a la creencia en la existencia de mecanismos de seleccion. Incluso en el caso de FG
Vir, este hecho es claramente visible, llegdndose a detectar tan sélo un 20 % de to-
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dos los modos con ¢ < 2 tedricamente esperados segin la teoria lineal de excitacion,
lo que induce a pensar que el problema no proviene sélo de la ocultacién de parte
de los modos excitados por el ruido espectral. Ademas, esta selecciéon observada no
se reduce a concentrar la region de modos detectados a una porcién mas pequena
que la excitada tedricamente (aunque esto no siempre se produce), sino que tam-
bién actia a un nivel mas localizado, anulando sélo determinados modos situados
en ciertas partes del espectro, segiin una ley hoy por hoy desconocida. Dos de estos
mecanismos han sido planteados por Dziembowski y Krolikowska (1990):

= Atrapamiento de los modos: La energia de los modos de oscilacién se reparte
de distinta manera en el interior de la estrella. Tal y como veremos en las Secs.
3.4.3 y 3.4.4, en los modos g la energia se concentra fundamentalmente en el
interior, al contrario de lo que ocurre para los modos p. El niicleo convectivo
de las § Scuti evoluciona creando una cavidad resonante para los modos gra-
vitatorios, cuya oscilacion se propaga después como modo p en la envoltura
externa, dando lugar a lo que se denomina como “modo mixto”. Este efecto
se acentua con la evolucién. Dziembowski y Krolikowska (1990), a través del
estudio de modelos estelares en distintas etapas evolutivas, desde la ZAMS
hasta la Post-MS, determinaron que el porcentaje de energia de los modos con
¢ =1 que se desarrolla en la cavidad gravitatoria es pequeno, al contrario de
lo que se encuentra para £ = 2 6 3, por lo que se dice que los primeros estan
“atrapados” en la envoltura. Este proceso es potencialmente maés efectivo en
las estrellas evolucionadas, donde los modos de condicion mixta son mas abun-
dantes. Esto debiera producir una amplitud en la superficie para los de ¢ = 1
mayor, creandose un efecto de seleccion.

» Resonancia paramétrica: Acoplamientos no lineales (Dziembowski y Krolikows-
ka, 1985) permiten que modos inicialmente inestables crezcan hasta una de-
terminada amplitud, transfiriendo parte de su energia a otros estables que
cumplan ciertos requisitos en frecuencia y estructura espacial (¢, m), de forma
que sb6lo un pequeno numero de ellos estarian acoplados. El proceso mas direc-
to involucra ternas de frecuencias donde un modo p es el inestable y otros dos
de tipo g son los estables. Las frecuencias deben cumplir: w, ~ w,, + wg,, con
Wg, A Wy, Estos procesos pueden posteriormente desencadenarse en cascada,
haciendo que los modos g indirectamente excitados se acoplen a su vez con
otros. Esta transferencia de energia limitaria las amplitudes de los modos p
inestables mas ain que la propia saturacion del mecanismo x, haciendo, no
obstante, que los g acoplados, a pesar del aporte de energia, permanezcan to-
davia por debajo del umbral de detectabilidad. Este efecto se ve reforzado por
la rotacién, explicando asi las menores amplitudes observadas en estrellas mas
proximas a la Secuencia Principal, en comparacién con las que presentan las
mas evolucionadas. Los mismos autores (Dziembowski y Krolikowska, 1990)
defienden el hecho de que al encontrarse los modos con ¢ = 1 atrapados en la
envoltura, su interaccién con los modos g es menor, y por tanto, este efecto
de seleccién no limitaria tanto su amplitud, favoreciendo su detectabilidad.

Asimismo, Shibahashi (1987) propone el amortiguamiento radiativo en las regio-
nes centrales, mas eficaz en estrellas evolucionadas, como causa de la desaparicion
de modos no radiales que se produce en las mismas.
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Figura 1.3: Diagramas A, /A, frente a ¢, — ¢, para la identificacién de los modos
de una estrella § Scuti. Las curvas cerradas delimitan las regiones donde se deben
encontrar los modos con ¢ =0, 1, 2 y 3. Tomado de Garrido et al. (1990).

El averiguar qué mecanismos producen la selecciéon observada pasa indiscuti-
blemente por una identificacién previa de los modos (n, ¢, m). Desde el punto de
vista observacional, este problema ha sido atacado utilizando una gran variedad de
medios, empleando tanto observables fotométricos como espectroscopicos.

El método fotométrico (Watson, 1988; Garrido et al., 1990) se basa en parame-
trizar las variaciones relativas entre luminosidad y color debidas a las pulsaciones,
observables a partir de series fotométricas en distintos filtros. Estas variaciones son
dependientes del grado angular ¢, asi como de parametros no adiabaticos y del mo-
delo de atmésfera empleado. Se generan diagramas tedricos del tipo A,y /A, frente a
Geot/ P, que ocupan diferentes zonas dependiendo del valor de ¢ (ver Fig. 1.3). A; es
la amplitud de la amplitud de la oscilacion de la magnitud estelar en el filtro 7, y ¢;
es la fase correspondiente. Sobre estos diagramas se superponen los valores obtenidos
a partir de las curvas de color y de luz observadas para cada modo de oscilacion,
lo que permite su identificaciéon. Sin embargo, es necesaria una elevada precision,
principalmente en la diferencia de fase (£5° o mejor), para discernir entre diferen-
tes valores de ¢, teniendo en cuenta ademads las incertidumbres de los pardmetros
usados en los diagramas tedricos. Su uso se ha revelado eficaz en los modos radiales
(¢ = 0) de estrellas 6 Scuti de alta amplitud (Rodriguez et al., 1996), donde la re-
lacion senal-ruido es bastante elevada. No obstante, estudios tedricos mas recientes
(Moya et al., 2004a,b,c; Grigahcene et al., 2004, 2005; Dupret et al., 2004, 2005b)

35



han permitido su aplicacién a otros modos no radiales (ver, por ejemplo, Dupret et
al., 2005a).

El método espectroscépico trata de obtener informacién espacial (de distintos
puntos de la superficie estelar) a través de la variacion temporal del perfil de las
lineas de absorcién, lo que lleva aparejado unos requerimientos instrumentales altos.
Esto se ha tratado de conseguir de diferentes maneras:

» Aerts (1996), basdndose en el trabajo de Balona (1986), construyé un discri-
minante en el que se comparan las amplitudes observadas de los tres primeros
momentos estadisticos de los perfiles, con las amplitudes tedricas. La cuestion
se reduce a encontrar qué identificacién (¢, m) es la que minimiza el discri-
minante para cada modo detectado. Esto lleva consigo la determinacién de
parametros libres tales como el angulo de inclinacién.

» Telting et al. (1997) comparan distribuciones tedricas y observacionales de la
amplitud y la fase de la oscilacion para cada modo, obtenidas a partir de las
variaciones de la intensidad sobre el perfil de la linea, en cortes de longitud
de onda constante. Con esto se pueden determinar los valores de ¢ y de m de
cada uno de ellos.

» Kennelly y Walker (1996), y Kennelly et al. (1998) utilizan el método de las
imégenes Doppler-Fourier con el que, tomando sucesivos espectros de la estre-
lla con alta resolucion, se transfoman las variaciones del perfil espectral en un
espacio de Fourier bidimensional, en el que se puede determinar simultanea-
mente la frecuencia temporal y espacial de los modos. Este método es mas
sensible a valores de /£ elevados que el basado en medidas fotométricas, siendo
mas facil de detectar unos valores de m que otros, dependiendo del angulo de
inclinacién ¢ de la estrella.

» Viskum et al. (1998) aplican un método semejante al fotométrico, en el que se
usa un diagrama que representa cocientes de amplitudes de oscilacion tanto
espectroscopicas (anchura equivalente y velocidad radial) como fotométricas.
El valor de ¢ se determina segtin la zona del diagrama en la que se localicen
los valores observados.

1.3.6. Rotacion

Ya hemos destacado que la rotacién constituye un fenémeno fisico de vital im-
portancia para entender la estructura y evolucién de las estrellas. En concreto, las §
Sct presentan velocidades de rotacién moderadamente elevadas, 80 < vsini < 200
km/s, por lo que un tratamiento minucioso de los efectos de la rotacién es esen-
cial para la sismologia de estas estrellas. A pesar de los progresos realizados en el
tratamiento de la rotacién (Goupil et al., 2000), ésta atin constituye un problema
importante en su modelizacién. Las dificultades que aparecen son numerosas: la de-
terminacion de pardmetros estelares fundamentales, la complejidad de los espectros
de pulsacién debido al desdoblamiento de los modos o las incertidumbres concer-
nientes a la redistribuciéon del momento angular son sélo algunos ejemplos. Asi pues,
se vuelve indispensable la comprension adecuada de la rotacién (Michel et al., 1999),
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lo que llevard, no solamente a mejorar el célculo tedrico de las frecuencias de oscila-
cion, sino a la obtencién de los parametros necesarios para la comparacion con las
observaciones.

En lo referente a los efectos sobre la estimacién de la temperatura efectiva y la
luminosidad, Michel et al. (1999) expuso que era posible obtener una estimacién
de los parametros corregidos por la rotacion, trabajo posteriormente ampliado por
Pérez Herndndez et al. (1999), que incluye el oscurecimiento gravitatorio.

Por otro lado, el equilibrio existente entre la turbulencia rotacional inducida
y la circulacién meridional da lugar a la mezcla de los elementos quimicos y a
una redistribucién del momento angular (Zahn, 1992), que afecta tanto al perfil
de rotaciéon como a la evolucién de la estrella. Se espera que las estrellas de masa
intermedia no roten uniformemente como un sélido rigido. Zahn (1992) propuso
que, como resultado de una fuerte anisotropia en la turbulencia, la estrella ha de
presentar capas concéntricas con velocidades de rotacion diferentes.

Dado que las 0 Sct presentan frecuentemente velocidades de rotaciéon en el rango
100 < wsini < 200 km/s, aparecen numerosas incertidumbres en la identificacién
de los modos, que se suman a los ya de por si complejos espectros de oscilacion que
muestran estas estrellas. Recientemente, se ha encontrado que la rotacion altera la
estructura interna a través de un equilibrio hidrostatico modificado, y lo que es mas
importante, de la mezcla causada por la circulacién y/o inestabilidades inducidas
por la rotacién (Zahn, 1992; Maeder y Meynet, 2000; Heger et al., 2000). Més atn,
el patrén caracteristico de simetria del split o desdoblamiento rotacional se rompe.

En el contexto del andlisis perturbativo, los efectos de segundo orden inducen
fuertes asimetrias en los multipletes (Saio, 1981; Dziembowski y Goode, 1992) y
desplazamientos en las frecuencias que no pueden ser despreciados ni siquiera para
modos radiales. En este punto, es importante destacar el reciente articulo de Suéarez
et al. (2006), que utilizaremos extensamente en este trabajo.

1.4. Objetivos y metodologia

A la luz de lo expuesto en los apartados anteriores, las estrellas o Scuti cons-
tituyen un grupo muy interesante desde el punto de vista de la astrosismologia.
Generalmente, la ausencia de peculiaridades, como campos magnéticos intensos o
abundancias quimicas anémalas, posibilitan que su modelizacion sea relativamen-
te sencilla. La comparacion de los resultados tedricos con los datos observacionales
permite conocer su estructura interna de forma bastante precisa, asi como la depen-
dencia de las propiedades astrosismoldgicas con ésta. Esto permite acotar los rangos
de ciertas caracteristicas fisicas, y conocer los limites de aplicabilidad de algunas
teorias o tratamientos de fenémenos estelares, como la conveccion o la interaccién
de la pulsacion con la atmoésfera.

Con este objetivo en mente, se han tomado tres estrellas 0 Scuti (RV Ari,
29 Cyg y HD 205), analizadas mediante fotometria Stromgren en el Instituto
de Astrofisica de Andalucia. Los modelos estelares en equilibrio se han obtenido a
partir del cédigo de evolucion CESAM (Morel, 1997). Dado que siempre existe un
error, inherente al método observacional, en la determinacion de la posicion de las
estrellas en el diagrama HR (mediante la temperatura efectiva y la gravedad), y de
la composiciéon quimica atmosférica, existe una “caja de error” en dicho diagrama,
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dentro de la cual se puede garantizar que la estrella se encuentra situada con una
probabilidad bastante elevada. A esta zona se le denomina caja fotométrica. Se han
calculado, pues, cinco modelos para cada estrella, uno situado en el centro de dicha
caja, méas otros cuatro, uno por cada esquina. Estos modelos delimitan el rango
posible de masa, temperatura y luminosidad de la estrella observada, que por otra
parte es en principio desconocido (ya que no se trata en ningin caso de estrellas
binarias).

Por cada uno de los modelos se han tomado varios valores posibles del parametro
a de la teorfa MLT (ver Sec. 2.4.2), utilizada ampliamente en el tratamiento de
la conveccion, no solo en este trabajo, sino en la mayoria de las modelizaciones
de estrellas que se lleva a cabo hoy en dia. También se ha obtenido un modelo
adicional utilizando la FST (descrita en la Sec. 2.4.3), con el objeto de comparar los
resultados obtenidos con las dos teorias. Asimismo, se ha incluido, en el tratamiento
de la atmosfera estelar, la descripcion de atmésfera gris, y los modelos de atmosfera
de Kurucz (ver Sec. 2.3). Con todo esto se pueden estudiar las variaciones de las
propiedades pulsacionales de cada una de las estrellas cuando se modifican algunas
de sus caracteristicas fisicas.

El estudio de las propiedades astrosismoldgicas requiere de la existencia de un
codigo de pulsacion. En este trabajo hemos hecho uso de dos diferentes. El primero
(Moya et al., 2004a,b) proporciona informacién de las propiedades de las oscilaciones
no adiabaticas, y en concreto, de los observables no adiabéaticos, incluyendo los
resultados obtenidos a partir de la interaccién de la pulsacion con la atmosfera. Por
un lado, el estudio de la variacién de estas variables con las caracteristicas de los
modelos de evolucién obtenidos permite determinar, como ya se ha comentado, los
limites de validez de las teorias utilizadas en los calculos de estructura. En segundo
lugar, puede mejorarse el conocimiento que actualmente se posee con respecto a
los valores que deben tomar ciertos parametros fisicos de las teorfas empleadas (el
mejor ejemplo es el pardmetro libre a utilizado en las teorias de la conveccion).
Asimismo se ha estudiado el comportamiento de dichos observables a lo largo de la
caja fotométrica. Por 1ltimo, se ha analizado su evolucién a lo largo de la vida de uno
de los modelos, en concreto el central. Con ello se pretende conocer la dependencia
de estos observables con la temperatura efectiva de la estrella, con el objeto de
ampliar algunos de los trabajos ya realizados con anterioridad.

Asimismo, la informacién proporcionada por este cddigo puede ser utilizada en un
algoritmo que proporcione los valores tedéricos de amplitudes y fases en los distintos
filtros de la fotometria Stromgren, comparables de forma directa con los resultados
observacionales. Dicho cddigo también ha sido desarrollado en nuestro grupo, por
Garrido et al. (1990), lo que nos permite llevar a cabo una identificacién de los
modos observados. También se ha llevado ha cabo en este apartado un estudio de la
evolucién de los indices de color, de modo que, al analizar todos los datos de forma
conjunta, podamos acotar aun mas los valores posibles de la temperatura efectiva
y de la gravedad (o luminosidad), y como consecuencia de ello, de la masa y de la
edad de la estrella.

En el caso de RV Ari se han obtenido algunos modelos adicionales con distintas
metalicidades, con el objeto de cuantificar en qué media dependen de esta variable
los observables no adiabdticos o la identificacién de los modos.

Por otro lado, la rotacién juega un papel importante, de forma general, en el
modelado e interpretacién de este tipo de estrellas (Sec. 1.3.6). Para tener en cuenta
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los efectos de ésta disponemos de una serie de herramientas adaptadas para ello:
el propio cédigo de evolucion CESAM vy el segundo de nuestros coédigos de pulsa-
cién, FILOU (Sudrez, 2002), con el cual podemos calcular las frecuencias propias
adiabaticas de nuestros modelos corregidos de los efectos de la rotacién, hasta segun-
do orden. Entre estos efectos se encuentra la degeneracién accidental por rotacion
que se produce en los modos proximos en frecuencia y bajo ciertas reglas de se-
leccién. Particularmente, este trabajo de Tesis es pionero en el estudio de algunos
parametros relacionados con dicha degeneracién por rotacién, que pueden resultar
muy interesantes para la mejor comprension e interpretacion de los espectros de
oscilacion de las & Sct. Ademaés, FILOU es el tinico c6digo a nivel mundial capaz de
considerar una rotaciéon diferencial radial en el calculo de las oscilaciones adiabaticas.
Con el mismo, Sudrez et al. (2006) estudiaron teéricamente el impacto de la misma
sobre el espectro adiabatico, concluyendo que el efecto resultante podra ser medido
con el satélite COROT. Asi pues, en este trabajo utilizamos por primera vez este
tipo de herramientas a una muestra de estrellas (las tres descritas anteriormente),
y comparamos los resultados con los que se obtienen usando la rotacién uniforme
clasica.

Para cada uno de los cinco modelos de la caja fotométrica analizados anterior-
mente se ha cuantificado en qué medida afecta la rotacion a los modos individuales
(variaciones en la frecuencia, grado de mezcla entre modos, etc). También se ha
investigado la evolucion de los acoplamientos y de los coeficientes de contaminacién
a lo largo de la vida del modelo central de la caja fotométrica, usando para ello
dos posibles tratamientos del transporte angular en el interior estelar: la rotacion
uniforme y la rotacion diferencial.

Por otra parte, es conocido (Daszynska-Daszkiewicz et al., 2002) que la presencia
de la rotacion puede modificar los diagramas de color, lo que a su vez puede afectar
a la identificacion de los modos. Se han calculado estos diagramas para algunos
pares de modos acoplados, con el objeto de analizar las causas de la morfologia
de las curvas que aparecen, y de obtener indicios que permitan llevar a cabo una
identificacién adecuada en estos casos.

Por tltimo, se han utilizado los Diagramas de Petersen en dos de las estrellas
(RV Ariy 29 Cyg) con el objeto de mejorar la identificaciéon de los modos, por un
lado, y de acotar algunas variables de las mismas (en concreto masa, composicién
quimica, y velocidad de rotacién).

Con el uso de todas las herramientas presentadas, se han podido obtener conclu-
siones acerca de las propiedades pulsacionales de estrellas reales, e informacion sobre
su estructura interna, objetivo ultimo de la astrosismologia. Con esto hemos preten-
dido mostrar qué informacién puede proporcionarnos ésta en el estado de desarrollo
actual, asi como los limites de validez de ciertas teorias usadas abundantemente en
la Fisica Estelar (como la MLT o la FST para la conveccién). Esto impone, por
un lado, cotas al conocimiento que podemos obtener del interior estelar, lo que pro-
porciona a su vez un punto de partida muy interesante para investigaciones futuras.
Por otro, sirve de base como una posible metodologia de trabajo que puede ser apli-
cada masivamente a la gran cantidad de datos que esperan obtenerse de las misiones
espaciales (como por ejemplo, COROT o MOST).

Con todos estos objetivos en mente, pasamos a presentar detenidamente el traba-
jo desarrollado, empezando por una breve exposiciéon de la teoria de las oscilaciones
estelares en los capitulos inmediatamente posteriores.
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Capitulo 2

Modelos de Estructura Estelar

Estudiamos en este capitulo las ecuaciones que definen el estado de equilibrio
estelar, el cual, una vez perturbado, conduce a las ecuaciones de oscilacién, sobre
las que se basa todo el trabajo posterior. Dicho estado de equilibrio viene deter-
minado por las ecuaciones de la Hidrodindmica, convenientemente adaptadas a las
condiciones que usualmente se encuentran en las estrellas. Estas ecuaciones no bas-
tan por si mismas para describir el estado de una estrella o su evolucion, sino que
son necesarias una serie de condiciones de contorno, algunas de las cuales se apli-
can en la atmésfera estelar. El tratamiento exacto de esta zona es muy complicado,
por lo que se llevan a cabo una serie de aproximaciones que permiten su resolucién
numérica. En este capitulo se describen brevemente también algunos de los modelos
actualmente existentes.

Por otra parte, la presencia de la conveccion en el interior estelar provoca cambios
en la estructura interna, y por tanto, en la evolucion de las estrellas, afectando asi-
mismo a las propiedades de las oscilaciones, como tendremos ocasién de comprobar
mas adelante. Es necesario, pues, el estudio de estas zonas convectivas. Sin embargo,
la complejidad de las ecuaciones en este caso es tal, que su resoluciéon, tanto analitica
como numérica, se torna una tarea tremendamente complicada. Se llevan a cabo, por
tanto, aproximaciones que permitan el tratamiento de la conveccién de forma rela-
tivamente sencilla. Dos son las teorias més utilizadas actualmente: la Mizing-Length
Theory (MLT), y la Full Spectrum Turbulence (FST), que describimos aqui con
detalle.

Por 1ltimo, otro fendmeno que afecta sustancialmente a la estructura y evolu-
cion estelar, por un lado, y a las oscilaciones estelares, por otro, es la rotacién. En
este caso las ecuaciones de la Hidrodindmica utilizadas para calcular el modelo de
equilibrio se ven modificadas. En la Sec. 2.5 se presentan dichas ecuaciones, y se
explica brevemente una de las aproximaciones utilizadas para su resolucion, y que
se ha empleado profusamente en la obtencién de los modelos estudiados en el pre-
sentre trabajo, denominada pseudorotacion. Asimismo, y dado que se supone que
no existen pérdidas de masa a lo largo de la evolucion de la estrella, se cumple que
el momento angular total de la misma ha de conservarse. Se dispone de dos nuevas
aproximaciones que, basandose en dicha conservacién, proporcionan el perfil de ve-
locidad angular en el interior estelar, las denominadas rotacion uniforme y rotacion
diferencial, que también se detallan en esta misma seccion.
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2.1. Escalas de tiempo

Los fenémenos fisicos que afectan a las estrellas se desarrollan a lo largo de escalas
de tiempo muy diferentes entre si, por lo que para poder establecer la importancia
relativa de cada uno de ellos, es necesario analizar dichas escalas temporales.

Se define la escala de tiempo dinamica como el tiempo que tardaria una estrella,
sometida a una perturbacion, en volver a su situacion de equilibrio. Es la escala
temporal a la cual tienen lugar los fendmenos dinamicos, y es del mismo orden de
magnitud que el tiempo que tardaria un cuerpo en caer desde la superficie estelar
hasta el centro, por accion de la gravedad:

B 1
GM ~ /Gp’

donde G =6.67-107% cm3g~'s72 es la constante de la gravedad, M es la masa total
de la estrella, R su radio y p su densidad media.

La escala de tiempo fundamental de la oscilacién, 7., es el tiempo que tardaria
una onda actstica en propagarse desde el centro hasta la superficie de la estrella,
y también es del orden de 74y,, ya que las oscilaciones estelares son un fenémeno
tipicamente dinamico. Esta proporciona, pues, el orden de magnitud del periodo del
modo fundamental radial (aquel en el que la estrella se contrae y se expande a la vez
en todo su volumen), quedando éste relacionado con la densidad media a través de
(2.1), por lo que toma valores muy diferentes segtin el tipo de estrella. Por ejemplo,
para el Sol: 7qyn ~ 54 min, para una estrella de neutrones: 74y, ~ 0.12 ms, para una
enana blanca: Tqyn &~ 3.9 s, y para una gigante roja: T4y, ~ 3.9 anos.

La escala de tiempo de Kelvin-Helmholtz esta relacionada con los procesos de
transferencia de calor, y se puede definir como el tiempo que tardaria una estrella
en radiar toda su energia gravitatoria. Su valor es:

(2.1)

TH N Tdyn =

GM?
LR’

TKH R~ (2.2)
donde L es la luminosidad de la estrella. Para el Sol: 7xg ~ 3.1-107 afios. Por lo
tanto, para los periodos de pulsacion tipicos de las estrellas con las que trabajaremos,
podemos considerar que en su conjunto se encuentran en equilibrio térmico.

Para cada elemento de volumen de la estrella puede definirse el tiempo térmico
de relajacion como aquel que es necesario para que dicho elemento radie su exceso
de energia hacia su entorno. Si se supone simetria esférica, esta magnitud variara so-
lamente con el radio, tomando la siguiente expresién (Kippenhahn y Weigert, 1990):

4rrépTe,
Tth = —7

LR (2.3)

donde r es el radio de una determinada capa, p es la densidad en ese punto, 7' su
temperatura, c, el calor especifico a presion constante, y Ly la luminosidad radiativa,
que se define en la ecuacién (3.7). Si Ty > Tayn, entonces los procesos dindmicos
tendran lugar a escalas de tiempo mucho menores que las necesarias para que el
elemento de volumen intercambie de manera significativa energia por radiaciéon. En
este caso es valida la aproximacion adiabdtica, esto es, aquella en la que puede
despreciarse la transferencia de calor. Esto es lo que ocurre en practicamente todo
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el interior estelar. Si se verifica que Ty, ~ Tgyn, durante una pulsacién tendra lugar
un intercambio energético significativo en esa zona, por lo que sera necesario un
tratamiento no adiabdtico. Esto es lo que ocurre en las capas mas externas, y en
concreto, en la atmdsfera, donde puede ocurrir incluso que 7, < Tayn, aproximacion
que mas adelante sera utilizada.

Por ultimo, la causa m&as importante de evolucién en las estrellas aisladas es
el cambio gradual en su composicién quimica como consecuencia de las reacciones
nucleares que tienen lugar en el nicleo. Normalmente, durante la mayor parte de su
vida las estrellas se encuentran en equilibrio térmico, compensandose la pérdida de
energia luminosa desde su superficie con la producida por las reacciones termonuclea-
res. Se puede definir entonces la escala de tiempo nuclear como el tiempo requerido
para que una estrella cambie significativamente sus propiedades como consecuencia
de éstas. Esta definicion es bastante imprecisa, y en cada manual se concreta de una
manera distinta. Por ejemplo, para una estrella que obtiene su energia a partir de
la “combustién del Hidrégeno” (conversién del H' en He) tenemos, en érdenes de

magnitud:
1 0.007Mc? M L
towe = | — | ——— ~ 1020 [ — ) ( == n 2.4
()T~ () () o

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Para obtener esta expresion se ha
asumido que aproximadamente el 10 % de la masa de la estrella estd disponible para
la combustion del Hidrogeno. El factor 0.007 es la fracciéon de masa que se convierte
en energia cuando una cierta cantidad de H' se transforma completamente en He®.
Para el Sol esta escala de tiempo es del orden de 10 afios, mucho mayor que las
anteriormente estudiadas (Cox y Giuli, 1968).

2.2. Ecuaciones de la Hidrodinamica

La estructura y evolucién de las estrellas vienen gobernadas por una serie de
ecuaciones que se pueden deducir directamente de la Hidrodinamica, y que dan
cuenta de las propiedades fisicas de un gas autogravitante. Por tanto, es conveniente
comenzar con un breve repaso a las ecuaciones de la misma.

Se asume que el gas se puede tratar como un continuo, de modo que todas sus
propiedades se pueden especificar como funciones de la posicion r y del tiempo t.
Estas incluyen la densidad p(7,t), la presion local p(r,t), asi como la velocidad
instantdnea wu(r,t). r denota la posicién de un punto en el espacio, y por tanto,
la descripcién es la correspondiente a un observador estacionario. Esto es lo que se
conoce como descripcion Fuleriana. Muchas veces, sin embargo, es conveniente usar
la denominada descripcion Lagrangiana, que es la de un observador que se mueve
con el fluido. Un cierto elemento de masa se etiquetara entonces con su posicion
inicial 7y, y su movimiento se especificard mediante su posicién r(rg,t) en funcién
del tiempo. Su velocidad:

dr

u(r,t) = pn
To

(2.5)

es equivalente a la velocidad Euleriana descrita més arriba.
La derivada temporal de una magnitud (sea escalar o vectorial) ¢, observada
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cuando se sigue su movimiento es:

dp _ 09
— = — -Vo. 2.6
i o T Ve (2:6)
La derivada d/dt que sigue el movimiento es conocida también como derivada
material, en contraste con 0/0t, que es la derivada local (esto es, tomada en un

punto fijo del espacio).

2.2.1. Ecuacion de continuidad

El hecho de que la masa se conserve en el tiempo se expresa mediante la ecuacion
de continuidad:
dp

e +V-(pu) =0, (2.7)

donde p es la densidad. En esta ecuacion se equilibra la tasa de cambio de la masa
por unidad de volumen en una regién del espacio con su flujo a través de la superficie
que lo encierra. La versién Lagrangiana es:

dp

— -u = 0. 2.8
dt+pV u (2.8)

2.2.2. Ecuacién de movimiento

La ecuacién de movimiento (o de conservacién del momento lineal) se puede
escribir:

p(%Jru-V)u:pf—Vp—pVCDJrV-S, (2.9)
donde u es la velocidad del fluido, p es la presién, p la densidad, ® el potencial
gravitatorio, f el total de todas las fuerzas electromagnéticas y externas, y S es el
tensor de viscosidad.

La presion se define de tal manera que la fuerza que se ejerce sobre un elemento
de superficie dA con vector unitario normal hacia afuera n es: —pndA. De esta
forma, p puede identificarse con la presién termodinamica ordinaria.

La ecuacién (2.9) se denomina ecuacion de Navier-Stokes para un fluido viscoso,
y es de gran importancia en Hidrodindmica. Sin embargo, bajo las condiciones que
reinan en el interior de las estrellas, generalmente el término de la viscosidad es
muy pequeno, por lo que puede despreciarse. Lo mismo ocurre para las fuerzas
electromagnéticas y externas, por lo que la ecuacion de movimiento quedaria:

p (Q +u- V) u=—Vp—pVo. (2.10)
ot

Cuando la conveccion esta presente, el tratamiento de las oscilaciones estelares
se complica enormemente, debido a la separaciéon de la velocidad en dos términos:
uno convectivo y otro oscilatorio, cuya interaccion mutua es muy compleja. Nos res-
tringiremos al caso en el que no hay conveccién, aunque las estrellas que estamos
considerando, las § Scuti, tienen un nicleo convectivo y una pequena zona convec-
tiva en las capas méas externas. El incluir o no este tratamiento producira distintos
resultados, que seran analizados mas adelante.
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Asi pues, para deducir las ecuaciones oscilatorias utilizaremos la velocidad des-
provista de turbulencia, lo que se denota mediante la letra v, para distinguirla de
la anterior. La ecuacion de movimiento quedaria entonces:

ot

Hay que notar igualmente que en las ecuaciones de continuidad (2.7) y (2.8) hay
que sustituir w por v.

En la obtencién de los modelos de equilibrio, se suele suponer que esta velocidad
es nula o constante en el tiempo, con lo que la ecuacién anterior se simplificaria atn
mas, dando lugar a la ecuacion de equilibrio hidrostdtico:

p(g—i-I%V)U:—Vp—pV(I). (2.11)

Vp = —pVo. (2.12)

2.2.3. Ecuacion de Poisson

El sistema que estamos estudiando consiste en un gas autogravitante, por lo que
hay que introducir la ecuacion de la gravitacién. Para ello utilizaremos la ecuacion
de Poisson, que relaciona el campo gravitatorio con la densidad:

V20 = 47Gp. (2.13)

2.2.4. Ecuacién de la energia

Por tultimo, se necesita una relacion entre la presion y la densidad, dada por la
primera ley de la Termodindmica:

dg dE _ dV

= 4+ p— 2.14
dt dt TP dt’ ( )

donde dg/dt es la tasa de pérdida o ganancia de calor, E es la energia interna por
unidad de masa y V' = 1/p es el volumen especifico. La ecuacién (2.14) expresa el
hecho de que la ganancia de calor se invierte en parte en modificar la energia interna
y en parte en trabajo de expansién. Utilizando la ecuacién de continuidad, (2.14) se
puede escribir de la siguiente manera:

d dE d dE

9 _ada= pir OB Py (2.15)

dt dt p*dt dt p

Usando identidades termodinamicas, la ecuacion de la energia puede expresarse

en términos de otras variables mas convenientes:

dq 1 dp Typdp
dg _ ap _ Lipap 2.16
dt p(l's — 1) (dt p dt (2.16)
dI' T'y—1Tdp
_ al’ Lap 2.1
%(ﬁ Iy pﬁ) (2.17)
drT T dp
= ¢y {E —(Is - 1);@] : (2.18)
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donde ¢, y cy son los calores especificos por unidad de masa a presién y a volumen
constante respectivamente, y los exponentes adiabdticos estan definidos por:

Olnp Iy —1 olnT olnT
I = = I's—1= . 2.1
! (8lnp)ad’ | (81np)ad7 3 (Zﬂnp)ad (2.19)

Estas expresiones se discuten con mayor detalle, por ejemplo, en Cox y Giuli (1968).

Es evidente que las relaciones entre p, p, T y las I'; dependen del estado termo-
dinamico del sistema y de la composicién del gas. Sin embargo, en muchos casos,
se puede utilizar como primera aproximacion la ecuacion de estado de un gas ideal
completamente ionizado, despreciando los efectos de la degeneracién y de la presién
de la radiacion:

K BpT

p= ) (2.20)
HITy

donde kg es la constante de Boltzmann, m,, es la unidad de masa atéomica y u es el
peso molecular medio. Entonces, en este caso:

I =Ty,=T5=5/3. (2.21)

La presién de la radiacién disminuye el valor de I'; por debajo 5/3; este efecto
comienza a ser importante para estrellas cuya masa es varias veces la solar.

Consideremos la ganancia de calor con mas detalle. La ecuacion de la energia se
puede escribir:

pT(é%—v-V)S:pe—V-FR, (2.22)
ot
donde S es la entropia especifica, ¢ = ey + €y es la tasa de generacién de energia
por unidad de masa, €y nuclear y ey por viscosidad, y F'i es el flujo de energia
radiativa. Como ya se comentd anteriormente, la viscosidad puede ser despreciada
practicamente en todos los casos, salvo que exista conveccion, situacion que queda
fuera de nuestras consideraciones. Por tanto, tendremos: € = ey.

En general, la radiacion es el inico medio de transporte que contribuye al flujo de
energia. La conduccion suele ser despreciable en practicamente todos los casos. En
las zonas donde existe conveccion turbulenta, el movimiento del gas proporciona un
transporte de energia muy eficiente. Idealmente, el sistema hidrodindmico completo,
incluyendo la conveccion, debe describirse como un todo. En este caso, solamente
el flujo radiativo estaria incluido en la ecuacién (2.22). Sin embargo, las ecuaciones
resultantes son tan complicadas que no se pueden resolver analiticamente, aunque
algunos trabajos recientes (Georgobiani et al., 2005) abordan la resoluciéon numéri-
ca. El tratamiento que més se suele utilizar consiste en separar los efectos de la
conveccion mediante el promedio de las ecuaciones sobre longitudes mucho mayo-
res que las escalas del movimiento convectivo. En este caso, en la ecuacién (2.22)
aparece el flujo convectivo como una contribucién adicional (F = Fg + F¢), que
tendra que ser determinado a partir de otras cantidades caracteristicas del siste-
ma. Un ejemplo muy conocido es la Teoria de la Longitud de Mezcla (MLT, del
inglés Mixing-Length Theory). Las aproximaciones realizadas en este proceso son
tan grandes que la incorporacién de la conveccion es, con mucho, la causa mayor de
incertidumbre en la Hidrodindmica estelar (Cox y Giuli, 1968; Unno et al., 1989),
como veremos en la Sec. 2.4.
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El calculo del flujo radiativo tampoco es simple. En las atmodsferas estelares
el problema completo del transporte radiativo debe resolverse juntamente con las
ecuaciones de la Hidrodindmica (Mihalas y Weibel Mihalas, 1999). Este tratamiento,
de nuevo, es sumamente complicado. Sin embargo, en la mayor parte del interior
estelar es valida la aprozimacion de difusion, que permite simplificar las ecuaciones.
En este caso el flujo radiativo viene dado por:

4 4ac, T
Fp=——vB=_22%" yr=_KVT, (2.23)
3Kp 3Kp

donde: B = (ac/4m)T* es la funcién de Planck integrada, x es la opacidad, ¢, es la
velocidad de la luz y a la constante de la radiacion. Esto proporciona una relacion
entre el estado del gas y el flujo radiativo, andloga a una ecuacién de conduccion.

Cuando el recorrido libre medio de un fotén es muy grande, puede despreciarse
la contribucion de la absorcion al calentamiento del gas. Entonces se tiene:

V. F =47pk,B, (2.24)

donde k, es la opacidad que proviene de la absorcién. Esta es la denominada ley de
enfriamiento de Newton.

Hemos asumido implicitamente que el coeficiente de absorcién y la opacidad son
independientes de la frecuencia de la radiacion. En la aproximacién de difusién, la
generalizacién al caso dependiente de la frecuencia conduce a la opacidad prome-
diada de Rosseland. En la atmosfera, donde el medio es 6pticamente delgado, esta
aproximacion ya no es valida, por lo que el tratamiento es mucho mas complejo, y
lo desarrollaremos por separado (ver Sec. 2.3).

2.2.5. Otras ecuaciones

Para terminar de definir el problema hay que anadir varias ecuaciones que rela-
cionen algunas variables entre si. En primer lugar estén las ecuaciones de estado, con
las que se calcula la presion y la entropia en funcién de la densidad y la temperatura,
por ejemplo:

p = pp,T), (2.25)
S = S(p,T). (2.26

Asimismo, hay que considerar la tasa de generacién de energia nuclear:
EN = 5N(p’ T)v (227)

y la ecuacion de la opacidad:
k= w(p,T), (2.28)

todo ello para una composicion quimica dada.

2.3. Atmosfera estelar

Las condiciones de contorno que necesariamente hay que imponer a las ecuaciones
anteriores hacen que haya que tener en cuenta las propiedades de la atmdsfera estelar.
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Durante mucho tiempo se ha considerado en los calculos de estructura estelar la
fotosfera como la tltima capa, por lo que cualquier observable era reflejo directo
de las condiciones de contorno que se eligieran en ese punto. En los casos en los
que se reconstruia la atmosfera mas alld, ésta era tratada con el mismo conjunto
de ecuaciones que las utilizadas en la resolucién del interior estelar, lo que no es
adecuado.

Maés recientemente se han calculado modelos de atmoésfera para ser utilizados
conjuntamente con las ecuaciones de interior, destacando los de Kurucz (1993). Las
principales caracteristicas de éstos son:

» Utilizan la aproximaccion de equilibrio termodindmico local (LTE, del inglés
Local Termodynamics Equilibirum). Esto implica la suposicién de que los pro-
cesos de colision son los que gobiernan el estado térmico de la materia.

= La atmosfera tiene estratificacion plano-paralela. Esto esta justificado por su
delgadez, comparada con el radio total de la estrella durante la mayor parte
de su vida, y por estar situada en la zona més externa. Esta aproximacién
lleva a considerar que el flujo radiativo y la luminosidad son constantes y
perpendiculares a los planos (es decir, radiales).

Una de las validaciones de la primera suposicion es el propio espectro de energia
radiada por la estrella, lo que nos lleva a la definicién de fotosfera y temperatura
efectiva. La fotosfera se puede definir, cualitativamente, como la parte visible de una
estrella. Al analizar el espectro de energia que se obtiene de esta zona, se comprueba
que es muy parecido al que irradiarfa un cuerpo negro con una temperatura 7.,
llamada temperatura efectiva, lo que lleva a la condicién de LTE.

Ademas, si se aplica la ley de Stefan, se obtiene una relacién entre la luminosidad
de la estrella, el radio en el que se encuentra la fotosfera y la temperatura efectiva:

L =47 R*eT};, (2.29)

e

donde o = 5.67-107° cgs.

Se puede suponer, entonces, en buena aproximacion, que para una estrella de
luminosidad L y temperatura efectiva Ty, la fotosfera se encuentra a un radio R
y tiene temperatura 7" = T,;. También se suele suponer que el medio es Optica-
mente grueso desde esta capa hacia el interior y delgado hacia el exterior, y que la
aproximacion LTE es correcta en la atmosfera.

Existen ciertas condiciones en las que la capa convectiva de la estrella penetra
hasta la zona atmosférica, por lo que este fenémeno ha de ser tenido en cuenta en
los modelos. Los expuestos hasta aqui utilizan la teoria de la Longitud de Mezcla
(ver Sec. 2.4.2). Sin embargo, tltimamente se han calculado nuevas atmdsferas que
utilizan la otra teoria ampliamente usada en el estudio de la conveccién, la FST
(expuesta brevemente también en la Sec. 2.4.3). Estos modelos (Smalley y Kupka,
1997; Smalley et al., 2002; Heiter et al., 2002), que implementan el tratamiento desa-
rrollado por Canuto et al. (1996), pueden considerarse una mejora de los anteriores,
y han sido utilizados en el estudio de las propiedades fotométricas y espectroscopicas
de un conjunto de estrellas con temperaturas entre 6000 y 8500 K. Dichos estudios
han servido, por ejemplo, para calcular nuevos coeficientes de limb-darkening, utili-
zados en la comparacion de los resultados tedricos con las observaciones obtenidas
de la fotometria Stromgren, como se describe mas adelante.
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Figura 2.1: Temperatura de un elemento ascendente, relativa a la de su entorno.
Tomado de Cox y Giuli (1968).

2.4. Conveccion

Como ya comentamos anteriormente (ver Sec. 2.2), en el caso de que se establez-
ca un transporte energético mediante la conveccion en alguna parte de la estrella,
sera necesario resolver el sistema hidrodinamico completo, teniendo en cuenta tam-
bién los movimientos turbulentos que aparecen. Las ecuaciones resultantes no pueden
ser resueltas, por lo que se recurre a aproximaciones. Dos de las mas utilizadas son
la Teoria de la Longitud de Mezcla (MLT de aqui en adelante), y la Full Spectrum
Turbulence (FST a partir de ahora). Llevaremos a cabo una breve descripcién de
ambas, empezando por establecer los criterios que determinan si una capa es estable
o inestable convectivamente.

2.4.1. Inestabilidad convectiva. Criterio de Schwarzschild

Consideremos un elemento de materia que se desplaza ligeramente de su posicion
de equilibrio, situada a una distancia r del centro de la estrella (figura 2.1). Supon-
gamos, pues, que ha recorrido una cierta distancia Ar (pequena en comparacion
con el radio ), con lo que su nueva posicién serd r + Ar. Sea T" la temperatura de
ese elemento de masa, y T la del entorno que lo rodea, y consideremos ademas que
inicialmente ambas son iguales: T'(r) = T"(r). Se define el exceso de temperatura del
elemento de masa sobre el entorno en el nivel r + Ar:

AT(Ar) =T (r+ Ar) = T(r + Ar). (2.30)
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Desarrollando hasta primer orden en Ar, dicho exceso de temperatura se puede
escribir: T T

AT(Ar)=A - — 2.31

B I

AT(Ar) = ArAVT, (2.32)

donde, siguiendo la notacién de Schwarzschild (Schatzman, 1958):

R

Considerando que T ~ T" para todas las distancias entre r y r + Ar, la ecuacién
(2.31) también podra escribirse:

AT(Ar) = ArT K—dldr;T) - (—dI;ITT,)} . (2.34)

Utilizando la escala de presion, Hy,, definida como:

1 din P pg

H, dr P’

(2.35)

donde la segunda igualdad se obtiene de la ecuacién de equilibrio hidrostatico, te-
nemos entonces que el exceso de temperatura sera:

AT(Ar) = ArHl (V-V", (2.36)

p

donde se definen los gradientes:

dIn'T
= 2.
v dln P’ (2:37)
dInT’
"= . 2.
v dln P (2:38)
En el interior profundo de las estrellas, es una buena aproximacion utilizar:
V'= V., (2.39)

donde V4 es el gradiente de temperaturas de un elemento de materia que se mueve
adiabaticamente, esto es, que no intercambia calor con el entorno:

dInT
ad = . 2.4
Vad (dlnP)ad (2.40)

Con objeto de establecer la condicién de inestabilidad convectiva, hara falta
definir un nuevo gradiente. Siempre que existe un gradiente de temperaturas, parte
de la energia se transportara por radiaciéon. Entonces, asumiendo la denominada
aprorimacion de difusion, consistente en suponer que el recorrido libre medio de los
fotones es mucho menor que la distancia caracteristica sobre la que se extiende dicho
transporte, tenemos que el flujo radiativo viene dado por:

Fo=e—r o =2 V. (2.41)



A partir de esta expresion se puede definir un gradiente ficticio, denominado
gradiente radiativo, V,, mediante la relacion:

dacT* 1
F=F+F = 3 mp Hpvr, (2.42)
donde F es el flujo total, F, y F, son los flujos convectivo y radiativo, respectivamen-
te, c es la velocidad de la luz, y a es la constante de la radiacién. Si no se establece
la conveccién, y toda la energia se transporta por radiacion, entonces: V = V...
Pasamos entonces a derivar la condicién de estabilidad. En el caso de que Ar > 0
(Ar < 0), el elemento de masa seguird ascendiendo (descendiendo), y por tanto,
continuard alejandose de su posicién de equilibrio, si su densidad es menor (mayor)
que la del entorno. Dado, por tanto, un exceso de densidad:

, dp’ dp
Ap(r+ Ar)y=p'(r+ Ar)—pir+Ar)= || — | = | — || Ar, (2.43)
dr dr
tendremos estabilidad convectiva si se verifica:
d(Ap)
0 2.44
dr e ( )

)- ()

Se considera que cualquier variacién de presion del elemento de masa con respecto
a los alrededores se equilibra inmediatamente (esto es, estamos suponiendo que
Tayn < Teonv), POT 10 que siempre se tiene equilibrio mecénico: P = P’. Teniendo esto
en cuenta, se puede traducir la condicién (2.44) a otra que involucre la temperatura.
En el caso de que las capas sean homogéneas quimicamente, y usando la ecuacion
de estado, esta condicién se puede escribir:
d(AT)
——= < 0. 2.46
dr ( )
Dado que en el interior estelar dT'/dr es siempre negativo, y T' positivo, tenemos
finalmente:

1 /dT’ 1 /dT
— — | — 2.47
T ( dr ) T (dr) ’ (247)
lo que se traduce, en términos de gradientes, en:
V'>V, (2.48)

ecuacion que se conoce como criterio de Schwarzschild.

Dado que V, es el gradiente de temperaturas en el caso de que toda la energia se
transporte por radiacion, tendremos que en una capa estable frente a la conveccion
se cumplird que: V = V,.. Si quiere estudiarse entonces la estabilidad de una zona,
la ecuacién (2.48) puede escribirse:

V' >V, (2.49)

que es la forma usual del criterio de Schwarzschild.
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En el caso de que las capas no sean homogéneas quimicamente, la condicién es:

v -y, > v, (2.50)
XT
donde:
dln p
Oln P
= 2.52
w= () (252
Oln P
= . 2.
XT (mw)w (2.53)

A éste se le denomina criterio de Ledoux, y se reduce a (2.49) cuando V,, = 0,
esto es, cuando la capa es homogénea quimicamente.

En caso de que se verifique esta condicién, si un cierto elemento de masa sufre un
pequeno desplazamiento respecto de su posicion de equilibrio, se producird un movi-
miento oscilatorio amortiguado que lo restablecera a su posicién original, con lo que
la conveccién no tendra lugar. En caso contrario, el desplazamiento aumentara con
el tiempo, hasta que el elemento llegue a un punto donde termine disolviéndose
y mezcldndose con su medio circundante, cediéndole el exceso de energia, estable-
ciéndose por tanto un movimiento convectivo.

2.4.2. Teoria de la Longitud de Mezcla

Una vez establecido el criterio que determina si un elemento sera estable o ines-
table, pasamos a exponer brevemente una de las teorias mas utilizadas hasta hace
poco en la descripcion de la conveccidon en las estrellas, la Teoria de la Longitud de
Mezcla, que aqui denotaremos como MLT. Seguiremos el tratamiento de Vitense
(1953) y Bohm (1958), tal y como se presenta en Cox y Giuli (1968).

Consideremos un elemento de masa situado en una zona inestable convectiva-
mente, que asciende una cierta distancia Ar, antes de mezclarse con su entorno y
cederle su exceso de calor. El calor transferido por unidad de area y de tiempo sera:

1 ar ar’ 1
F.(Ar) = ipvcpAr [(—%) - (_W)} = §pvcpA7“AVT, (2.54)

donde p es la densidad y v la velocidad del elemento ascendente, promediadas sobre la
distancia Ar, y ¢, es el valor promedio sobre esa misma distancia del calor especifico
por unidad de masa a presion constante.

El tamano de la célula convectiva es desconocido, y no se puede establecer de
antemano. Por lo tanto, la distancia Ar que recorre el elemento de volumen puede
variar entre 0 y un valor maximo, al cual se le da el nombre de longitud de mezcla,
A, que queda como un parametro libre de la teoria.

Con el objeto de obtener el flujo convectivo total, seria necesario promediar
el valor obtenido en (2.54). Esto se puede hacer de varias maneras, y cada autor
presenta una forma distinta de llevar a cabo la aproximacion. Siguiendo el trabajo
de Cox y Giuli (1968), tomamos los valores medios de p, ¢, y AVT a lo largo de la
distancia A, y sustituimos Ar por A y la velocidad v por v, que es el promedio de
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la misma sobre toda la distancia vertical A y sobre toda la superficie de radio r que
estamos considerando (dado que se supone simetria esférica). Con esto obtenemos
la expresiéon para el flujo que buscamos:

1
F. = 5puc,AAVT., (2.55)

Usando la ecuacién (2.36), tenemos:

]ip !
vV _ V YAV —  _AV1 2.

de donde podemos escribir el promedio del flujo como:

1 A
E,. = ~pvc,T—(V - V). 2.57
c 2 p P Hp ( ) ( )
Ahora hay que encontrar un valor para la velocidad v. Para ello haremos uso de
algunas consideraciones dindmicas. Sea Ap el exceso de densidad de un elemento
de materia sobre su entorno en un punto dado. La fuerza neta que actta sobre el
mismo vendra dada por la ecuacién de movimiento:

9*r 10P

e (2.58)

donde g es la aceleracion local de la gravedad. La densidad puede escribirse como:

p = po(1+Ap/po), (2.59)

donde el indice “0” denota el valor en equilibrio (esto es, cuando no existe ninguna
fuerza actuando sobre el elemento de masa que estamos considerando). Por tanto:

827”0 1 (8P)
= —go _— — R

— = 0. 2.
ot po \ Or 0 (2.60)

0
Desarrollando p hasta primer orden en Ap/pg, v haciendo uso de la ecuacién de
movimiento en el estado de equilibrio, tendremos:

0?r 1 [/OP Ap
= (3) -
e L (2 s (on)
po \Or /o popo\Or),
= —90Ap/po- (2.61)

Quitando los subindices, nos queda para la fuerza neta por unidad de volumen:
fB=—9Ap. (2.62)

Si suponemos que el elemento de masa empieza a moverse con velocidad cero en el
punto de radio r y es acelerado durante una distancia Ar, punto en el que se mezcla
con su entorno y se disuelve, que ademas el exceso de densidad es despreciable
inicialmente (Ap(r) = 0), y que éste aumenta linealmente con Ar hasta r + Ar,
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donde toma el valor Ap(Ar), tendremos que la fuerza neta por unidad de volumen
en r + Ar serd:

Fo(Ar) = —gAp(Ar), (2.63)

donde se ha despreciado la variacién de la gravedad a lo largo de la distancia Ar. El
trabajo por unidad de volumen realizado para mover este elemento de masa sera:

Ar
1
W(Ar) = fe((Ar)d(Ar) = —égAp(Ar)Ar. (2.64)
0
Ahora hay que promediar W (Ar) sobre todos los posibles valores de Ar. Para ello se
sustituye Ar por A en la expresién anterior, y se multiplica por un factor numérico,
que se elige de forma arbitraria como 1/4, con lo que se obtiene:

— 1 1
W(A) = ZW(A) = —ggAp(A)A. (2.65)

Si no hubiera fuerzas disipativas (friccién) entre el elemento convectivo y su
entorno, ni pérdidas de calor, ni transferencia de energia cinética al gas circundante,
entonces todo este trabajo se transformaria en energia cinética. El promedio de dicha
energia cinética por unidad de volumen seria:

1/2pv2 = W(A). (2.66)

Sin embargo, en la practica si hay pérdida de energia, por lo que se considera,
de nuevo de forma algo arbitraria, que aproximadamente la mitad del trabajo se
transforma en energia cinética, con lo que queda:

1 1 1— 1
—pv? & —pi? = =W(A) = ——gAp(A)A. 2.
5Pv? R 5" = SW(A) = —7=9Ap(A) (2.67)
De aqui se obtiene que el valor promedio de la velocidad del elemento convectivo es:
1 Ap(A)
02 = —gA—"—2. 2.68
U= g (2.68)

Relacionando Ap con AT a través de la ecuacion de estado del material estelar,
dicha velocidad media queda:

1 AT(A)

0° = —gQA 2.
donde: i-33 31
= — 2.
y (3 es el cociente entre la presién del gas y la total (la del gas mas la de la radiacién):
by
= —. 2.71
f=" (271)

Considerando que en el nivel Ar = 0 el elemento de volumen comienza con la
misma temperatura que el entorno, esto es, que AT (r) = 0, tendremos:

AT(A) = AAVT = A%(V ~-V), (2.72)

p
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con lo que el valor promedio de la velocidad quedara:

2= Lo Avr (2.73)
UTRIRTT AV, '
0
5= (2v2) g 2QR (/T (AVT) (2.74)
= (2V2)7'9Q"*(p/P) PNV = V), (2.75)
que puede escribirse en términos de la velocidad del sonido:
¢s = \/(OP[9p)aa = VT P/p, (2.76)
como:
v (AJH)QY? (H,\'Y? A/H)QY? ,
i ( / p)1/2 (%) (AVT)I/Q — ( / p)1/2 (v o v )1/2‘ (277)
Cs 2v/2I'; 2v/2I';

Una vez conocido el valor medio de la velocidad, puede calcularse el flujo con-
vectivo:

F. = (4V2)7'¢'2Q"*(p/T"?)c,A*(AVT)*?
(Q2/(4v20Y*)) (A H,)? peae, T (H,/T)**(AVT)2
(Ql/Q/(ZL\/ﬁF%/Q))(A/Hp)QpcscpT(V - V’)S/Q
(4ﬂ)flch1/2p5/2g2Tp73/2A2(V _ V’)S/Q,

con lo que el flujo total puede obtenerse:

Aac T4 1/2
F(T) :Fr+Fc: E—ngr <Q71/2
44/2T

A 2
3 kP ) (F) pcscpT(V - V’)3/2, (282)
p

de donde se deriva una relacién entre los gradientes (ver ecuacién 2.42 para la
definicién de gradiente radiativo):

(Q'?/4v21y*)(A/H,)?pese, T

— . N3/2 2
AV VvV + TacTly3nP (V -V (2.83)
1/2 )5/2 o, A2
_ oy Ser@TPTN G Gy (2.84)
164/2acP1/2T3

Una variable muy importante en el estudio de la conveccién en las estrellas es la
eficiencia convectiva, que determina la cantidad de energia que es transportada por
la conveccién frente a la radiacion:

_ Exceso de calor del elemento de volumen justo antes de mezclarse

I'= = (2.85
Energia radiada durante el tiempo de vida de la célula convectiva ( )
1/2 5/2 \2
_ e MO N G gy (2.86)
12y/12ac P 1273
de donde se tiene: 9
V,=V+ ZF(V - V). (2.87)
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La relacion entre cada uno de los flujos (radiativo y convectivo) frente al total
es:

- Y (2.88)

v,
V, -V
= —. 2.89
= (2.89)
En el caso de que la convecciéon no sea eficiente, se verifica: ' — 0y V — V,.
En caso contrario: I' — ooy V, V' — V.4, con lo que se tendra:

Fchr_vad

F~ v,

<

| )

(2.90)

Con el objeto de modelizar convenientemente las zonas convectivas, suele hacerse
uso de una variable, definida como:

A
H Y

p

! (2.91)
y que da cuenta de la extension de la zona donde se integran las propiedades medias,
medida en unidades de la escala de presion. Nétese que la longitud de mezcla es un
parametro libre de la teoria, por lo que el valor de o también lo sera.

En la practica, cuando se introduce este valor de a en un codigo de estructura
estelar, se obtiene una zona convectiva con un tamano, Az, distinto a A. Para que la
teorfa de la Longitud de Mezcla tenga sentido, serd necesario que el valor de Az/H,
sea mayor que «, ya que se ha de promediar sobre distancias (A) menores que el
tamarnio de la capa convectiva (Az). Esto nos impone un limite al valor de o que se
puede considerar.

2.4.3. Teoria de Canuto-Goldmann-Mazzitelli

Esta teorfa, denominada Full Spectrum Turbulence (FST), y denotada también
por CGM, en honor a sus creadores, es una mejora de la MLT descrita en la seccién
anterior.

Canuto y Mazzitelli (1991) y Canuto et al. (1996) pretendieron resolver dos
limitaciones fundamentales que aparecen en la MLT:

1. Por una parte, la MLT trata el espectro de energias de las células convectivas
como si todas ellas tuvieran un tnico tamano. De hecho, si se parte de las
ecuaciones de la Hidrodinamica y se asume que el espectro de energias es una
funcion delta (solamente se tiene una célula), entonces se recuperan las expre-
siones de la MLT para el flujo convectivo. Por otro lado, cuando se resuelve
el modelo completo con valores arbitrarios de la viscosidad, se encuentra que
en un medio viscoso el nimero de células convectivas que contribuyen al flujo
convectivo es pequeno (esto es, se tiene un rango estrecho de tamanos), mien-
tras que si la viscosidad es baja, entonces la distribucién de tamanos se vuelve
bastante ancha. De aqui dedujeron los autores que el modelo de una célula
propuesto por la MLT es razonablemente aproximado en el caso de un fluido
viscoso, pero constituye una aproximacion bastante pobre en el caso de los in-
teriores estelares, caracterizados, por tanto, por un ancho espectro de células
de todos los tamanos.
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2. La MLT no proporciona un valor de la longitud de mezcla, A. De hecho, de-
muestran que en el limite de incompresibilidad (¢; — o0) y elevada eficiencia
convectiva, las ecuaciones que describen el flujo turbulento no proporcionan
una unidad de longitud natural. La hipdtesis de que la turbulencia es incom-
presible se usa habitualmente debido a que proporciona una simplificacién
importante de las ecuaciones, aunque no es fisicamente realista. Con el objeto
de mantener la sencillez matematica, pero a la vez poder tener en cuenta la
compresibilidad, se utiliza un tratamiento mixto: se trata la turbulencia de
forma incompresible, pero se utiliza la expresion A = af,, lo que indica que
las células convectivas deben tener menor tamano cerca del borde superior de
la zona convectiva, mientras que deben ser mas grandes conforme aumenta la
profundidad.

Sin embargo, al introducir este pardmetro en la teoria, se pierde capacidad de
prediccion, siendo ésta una de las mayores causas de incertidumre en el estudio
de los interiores estelares. Por otra parte, suele elegirse su valor de manera que
ajuste los modelos solares con las observaciones, lo que tiene el inconveniente,
por un lado, de estar incluyendo sobre este parametro las incertidumbres de-
bidas, no sélo a la conveccion, sino también a otros aspectos de la fisica estelar
peor conocidos (opacidades, difusién, ...). Por otro lado, este valor no se puede
extrapolar a otras estrellas, por lo que sigue siendo desconocido en los calculos
de estructura.

Partiendo entonces de las ecuaciones de Navier-Stokes y de la temperatura, los
autores obtienen una serie de expresiones que proporcionan informacién sobre el
flujo convectivo, la distribuciéon de tamanos de las células convectivas y la tasa a
la cual se inyecta energia al sistema para que se mantenga la turbulencia. Utili-
zando algunas aproximaciones desarrolladas hasta la fecha, como el modelo DIA
(Direct Interaction Approximation; Kraichnan, 1964; Leslie, 1973), el EDQNM
(Eddy Damped Quasi-Normal Markovian; Orszag, 1977), o el RNG (Renormali-
zarion Group; Yakhot y Orszag, 1986), logran obtener las ecuaciones bésicas de la
turbulencia que determinan el espectro de energias, E(k), el cual sigue la ley de
Kolmogorov: E(k) oc k=%/3.

En este contexto, se encuentra que la MLT es un caso particular de esta teoria
mas general, de manera que la tasa a la cual se inyecta energia al sistema se obtiene en
el limite de viscosidad cero, mientras que, como habiamos comentado, la distribucién
de energia de las células convectivas era una funcién delta como consecuencia de
tomar una viscosidad grande. Asi pues, se presenta una doble inconsistencia: estas
dos funciones aparecen como limites con valores opuestos de la viscosidad, y ademas,
al ser ésta muy pequena en los interiores estelares, el espectro de energias de la MLT
es totalmente inadecuado.

Por otra parte, con la nueva descripcién se obtiene un flujo convectivo que es
aproximadamente un orden de magnitud mayor que la de la MLT, como sugerian
resultados anteriores (Cabot et al., 1990; Chan y Sofia, 1989).

Con respecto a la longitud de mezcla, no proporcionada por la MLT, son posibles
dos tratamientos diferentes. Se puede tener en cuenta la compresibilidad del medio
tomando A = aH,,. Sin embargo, también es posible considerar: A = z, donde z es la
distancia desde el punto considerado hasta el borde superior de la zona convectiva.
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El primer tratamiento proporciona una presién turbulenta pequena, de modo que
se puede despreciar. Se tienen entonces los modelos solares tomando v = 0.69, valor
considerado a partir de entonces en numerosos calculos de estructura, al menos para
estrellas de la secuencia principal. El segundo tratamiento tiene la ventaja de que
no introduce parametros ajustables en la teoria, aunque predice estrellas algo mas
frias que las obtenidas mediante MLT. Esto lleva a que en los calculos de estrellas
pertenecientes a cimulos globulares se obtienen modelos més masivos, y por tanto,
algo més jovenes.

En el presente trabajo se utiliza esta teoria con el primer tratamiento, tomando
a = 0.69, con el objeto de comparar los resultados sismoldgicos obtenidos con estas
dos teorias.

2.5. Rotacion

Los modelos estelares que se obtienen a través de las ecuaciones descritas en
las secciones anteriores no incluyen la rotacion. En el caso de que ésta se tenga
en cuenta, ya no se puede suponer que la velocidad v del estado de equilibrio sea
nula o constante. Esto tiene una influencia directa en la ecuacion de conservacion de
momento (2.11). Si tenemos una estrella que rota con un perfil de velocidad angular
Q(r,0) (el sistema de referencia se elige de modo que el eje z (0 = 0) coincida con el
de rotacién), en el interior estelar habra un campo de velocidades dado por:

v=Q x7r=rsinfey, (2.92)

con lo que la ecuacién de conservacion del momento lineal quedara entonces:

?9_11:+(v-V)v+29><v+Q><(QX"“):_VCD_@’ (2.93)
p

donde 2€2 x v es el término de Coriolis, y € x (€2 x 7) el centrifugo.

Generalmente se considera que la velocidad angular tiene dependencia radial y
latitudinal. Sin embargo, supondremos de aqui en adelante que soélo depende del
radio, lo que se puede conseguir promediando sobre la latitud: Q(r) = (2(r,0))
(Christensen-Dalsgaard, 1998). Dado que el eje de rotacién coincide con 6 = 0, la
velocidad angular se escribird simplemente: Q = Q(r)e,. Por otra parte, la depen-
dencia radial del perfil de la rotacién se puede escribir como:

Q(r) = Q1 +n(r)], (2.94)

donde Q representa el valor medio de (7). En el caso de rotacién uniforme: Q =
y n(r) = 0. Entonces, la parte correspondiente a la aceleracién de Coriolis se anula,
con lo que la ecuacién de equilibrio hidrostético se escribe en este caso:

Vp=—pV®P+ pA,, (2.95)

donde p es la presion, p la densidad, ® el potencial gravitatorio y A, representa la
aceleracion centrifuga:

A, = —-Q x Qxr=r0sinfe,, (2.96)
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siendo e, v e, = sinfe, + cos fey los vectores unitarios del sistema de coordenadas
cilindricas (s, ¢, z). Utilizando los polinomios de Legendre de orden 0 (A.18) y 2
(A.20), se podria escribir la aceleracién centrifuga:

AP,

A, = A.(r)[1 — Py(cosb)]e, + Aa(r)weey

(2.97)

donde:

A (r) = %m%), Ag(r) = —%7«92(0. (2.98)

El efecto de la fuerza centrifuga se puede dividir entonces en dos partes: por
un lado existe una componente esféricamente simétrica que modifica el valor de la
gravedad, y por otro, nos encontramos con una componente tangencial que produce
una distorsion no esférica de la estrella. Esta, por tanto, presenta forma de esferoide
achatado (Tassoul, 1978). La aproximacién de pseudorotacion (Soufi et al., 1998)
consiste en despreciar esta segunda contribucién, considerando inicamente la parte
radial, con lo que la ecuacién de equilibrio hidrostatico quedaria:

dp
. 2.99
= Py (2.99)

donde g, es la denominada gravedad efectiva (Kippenhahn y Weigert, 1990):
2 42
Je =g — gTQ : (2.100)

Los efectos de la parte no esférica se introducen posteriormente a través de una
perturbacién de las ecuaciones de oscilacién (ver Sec. 5.1).

Todavia queda por determinar la dependencia de la velocidad angular con el
radio, Q(r). Para ello se utilizan dos aproximaciones, la rotacion uniforme y la
rotacion diferencial, que pasamos a explicar brevemente.

2.5.1. Rotacion uniforme

En los casos en los que la estrella se encuentra aislada, esto es, no forma parte de
un sistema binario, y que ademas no se modifica su masa a lo largo de la evolucién,
su momento angular total se conservara a lo largo del tiempo. Este se define como:

Jo(t) = g /0 et my Ot m)dm, (2.101)

donde Q(t,m) es la velocidad angular local en el instante ¢ para la capa asociada a
una masa m, y M, es la masa total de la estrella. La ecuacién de conservaciéon se
escribira:

JQ(t) = JQ = cte. (2.102)

En la aproximacién de rotacion uniforme se supone que el transporte de momento
angular en el interior estelar se realiza de forma instantanea, con lo que la velocidad
angular serd la misma en todos los puntos de la estrella:

Q(t,m) = Q(¢). (2.103)
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Figura 2.2: Perfil de la velocidad de rotacion, normalizada a su valor en la superficie,
para un ejemplo tipico de estrella rotante (modelo con M = 1.8M). El valor 1.0
representa la superficie estelar. La linea continua representa el perfil obtenido con
rotacién diferencial, y la de trazos, el correspondiente a la rotacién uniforme. Tomado
de Sudrez et al. (2006).

En este caso, el momento angular verificara:

Jo = %Q(t) /OM* r(t,m)*dm. (2.104)

Notese que el radio de la estrella se modificara a lo largo de la evolucién, con lo
que también lo hara su velocidad angular, dado que el momento angular total ha de
conservarse. Existe otra aproximacion, que simplifica aiin mas los calculos, aunque
es algo menos realista, la denominada rotacion rigida. En este caso, se supone que
la velocidad angular se mantiene constante a lo largo de la evoluciéon, con lo que el
momento angular global de la estrella no se conservara. Las diferencias encontradas
en la estructura interna de los modelos calculados con estos dos tratamientos no son
en general demasiado grandes, por lo que en el presente trabajo utilizaremos esta
segunda aproximacion.

2.5.2. Rotacion diferencial

En este caso se considera que el momento angular de cada capa de la estrella se
conserva localmente. Consideremos en primer lugar la variacién local del momento
de inercia por unidad de masa:

I
Al (2.105)

dm’
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Figura 2.3: Componente radial de la aceleraciéon centrifuga para un modelo con
rotacién diferencial, J,, (linea continua), y otro con rotacién uniforme, Jg, (linea
discontinua). Modelo con 1.8M, edad 1050 millones de anos, y R = 2.27R. To-
mado de Sudrez et al. (2006).

El momento de inercia de un elemento de volumen esféricamente simétrico dV =
rsin Odrdfde¢ situado en el punto (r, 0, ¢) viene dado por:

dI = sin Opr’drdfde, (2.106)

con lo que el momento de inercia por unidad de masa sera:

dl 1 T 2
% = 57'2/0 Sin2 0do = §T2. (2107)
Si ahora suponemos que el momento angular se conserva localmente para esta

capa, tendremos:

2 2
gerl = grgQQ, (2.108)

donde los indices 1 y 2 representan los instantes t; y t9, respectivamente. Téngase
en cuenta que en este caso se sigue conservando el momento angular total de la
estrella, ya que la conservacién local implica conservacién global (siempre que no
haya pérdida de masa).

A modo de comparacion, en la figura 2.3 se muestra la componente radial de
la aceleracién centrifuga en funcién del radio relativo, para un modelo calculado
con los dos tratamientos: rotaciéon uniforme (Jg), y rotacién diferencial (Jy). Hay
que tener en cuenta que en este ultimo caso se considera que el ntucleo convectivo
gira de forma rigida (Sudrez et al., 2006), por lo que la distancia radial r = 0.1R
corresponde a un maximo local que es el limite de dicho ntcleo. La transicién entre
la rotacion rigida de éste y la diferencial de las capas radiativas inmediatamente
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superiores provoca una modificacion de la densidad local en estas regiones. Dicha
transicién puede observarse en la figura 2.2, donde se muestra el perfil de rotacion de
un modelo correspondiente a una estrella de 1.8 M, (Suérez et al., 2006). Se aprecia
que el nicleo convectivo rota de forma rigida con velocidad angular constante €2,
mientras que ésta disminuye gradualmente en la envoltura radiativa. A lo largo de
la evolucién, el niicleo se encoge, por lo que gira mas rapido, aumentando el valor de
Q.. Esto implica que la velocidad superficial {2, ha de disminuir para que se conserve
el momento angular total de la estrella.
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Capitulo 3

Oscilaciones Adiabaticas

En este capitulo se expone un breve resumen de las propiedades de las oscila-
ciones adiabaticas. No se tendran en cuenta los efectos de la rotacion, que seran
considerados en el capitulo 5. Se parte, en la Sec. 3.1, de una breve descripcion del
estado de equilibrio estelar. Introduciendo en dicho equilibrio una perturbacién pe-
quena, y desarrollando las ecuaciones hasta primer orden, se llega a las ecuaciones
generales de las oscilaciones lineales, tal y como se muestra en la Sec. 3.2. La apro-
ximacién adiabatica se presenta en la Sec. 3.3. Se estudia asimismo el tratamiento
numérico de las ecuaciones y el problema de las codiciones de contorno que hay
que utilizar en su resolucién. Finalmente, en la Sec. 3.4 se describen brevemente las
principales caracteristicas de las oscilaciones adiabaticas, poniendo como principal
ejemplo el caso del Sol, ya que es el mas simple y el mejor conocido.

3.1. Estado de equilibrio estelar

La estructura de equilibrio se asume estatica, de modo que pueden despreciarse
todas las derivadas temporales. Ademads se considera que no hay velocidades. En
este caso, la ecuacién de continuidad (2.8) se satisface trivialmente. La ecuacién de
movimiento (2.10) se reduce a la de equilibrio hidrostatico:

Vpo = —poV Py, (3.1)

donde las cantidades en equilibrio se denotan por el subindice “0”. La ecuacion de
Poisson (2.13) permanece inalterada:

VQ(I)O = 47TGp0. (32)

Finalmente, la ecuacién de la energia queda:

d 1
0= -~ 2V F, (3.3)

dt Po
El ejemplo mas simple de equilibrio es aquel en el que existe simetria esférica. En
este caso las variables dependen tinicamente de la distancia r al centro de la estrella.
Aqui g, = —goa,, donde a, es un vector unitario dirigido radialmente hacia afuera.

La ecuacién (3.1) queda entonces:



También puede integrarse la ecuacion de Poisson, para obtener:

G [" Gm
go == [ Ampordr’ = — 0
2 Jo r

: (3.5)

donde mg(r) es la masa contenida en una esfera de radio r.
El flujo esta dirigido radialmente hacia afuera, F' = F)ya,, de modo que la
ecuacion de la energia queda:

1 dLg

Pofo = 15 gy (r*Frp) Anr? dr’ (3.6)
donde:
Lo = 4nr*F, (3.7)
es el flujo total de energia a través de una esfera de radio r. Por tanto:
dL
d—ro = 47r? poco. (3.8)
Finalmente, la expresién (2.23) de difusién para el flujo se puede escribir:
dT 3 1 L
@lo _ _ 9Kopo 0 (3.9)

dr 4dac, T_g’ 4rr?

Las ecuaciones (3.4), (3.5), (3.8) y (3.9), constituyen las usuales expresiones para
la estructura estelar.

La ecuacién (3.9) solamente es valida en las zonas radiativas de la estrella, esto
es, en las capas en las que no haya conveccién. La presencia o no de ésta se establece
mediante el “criterio de Schwarzschild” (ver Sec. 2.4.1). Cuando estemos en una zona
convectiva, en lugar de resolver la iltima ecuacion, se obtendran los parametros de
la estrella a partir de la teoria MLT. En ésta, como ya se ha comentado, hay que
incluir el flujo de energia convectiva: F' = F'p + F ¢, con lo que la luminosidad
queda:

L = 4nr*(Fp + F¢) (3.10)

Se denomina estado de equilibrio de una estrella a la solucién de las ecuaciones
anteriores junto con las de estado, de la opacidad y de la tasa de generacion de
energia nuclear.

Como condiciones de contorno se impondra la regularidad en el centro y la con-
tinuidad de la capa externa con la capa inferior de la atmodsfera.

3.2. Ecuaciones de oscilacion

En esta seccion derivaremos las ecuaciones basicas de las oscilaciones lineales.
Para ello consideraremos el estado de equilibrio no perturbado de una estrella, y
sobre él impondremos las perturbaciones. En la teoria lineal se asume que éstas son
lo suficientemente pequenas como para considerar solamente los términos de primer
orden, despreciandose los superiores.

63



3.2.1. Analisis perturbativo

Hay dos formas distintas de expresar las perturbaciones: la Fuleriana y la La-
grangiana. Supongamos una cantidad fisica f (escalar or vectorial), que en el estado
de equilibrio, en un punto fijo del espacio r, toma el valor fy(r). Supongamos que
esta cantidad, en el estado perturbado, en el mismo punto, toma el valor f(r,t), que
dependera generalmente del tiempo. Se define entonces la perturbacion Fuleriana de
la magnitud f en el punto r como:

f'(r,t) = f(r,t) — fo(r). (3.11)

Esta es la descripcién correspondiente a un observador estacionario, esto es, que no
se mueve con el fluido.

Supongamos ahora otro observador que se mueve con un cierto elemento del
fluido, y que observa cémo varia el valor de la magnitud f a lo largo de su movi-
miento. Dicho elemento de fluido estaria en el instante inicial en una posicién que
denotaremos por r(. Se define la perturbaciéon Lagrangiana de la magnitud f como:

df(ro,t) = f(r,t) — fo(ro), (3.12)

donde ahora r representa el vector de posicion del elemento de fluido, que sera en
general funcion del tiempo. Cada elemento vendra “etiquetado” entonces por su
posicion inicial, 7.

Estas dos cantidades pueden relacionarse entre si. Definamos en primer lugar el
desplazamiento del elemento perturbado:

E=r—r. (3.13)

Si consideramos que es pequeno, podemos desarrollar la magnitud f hasta primer
orden, tenemos la relacion entre ambos tipos de perturbaciones:

6f(r.t) = f(r,t)=folr—&) = f(r.t) = fo(r)+&-V fo(r) = f'(r)+7-V fo(r), (3.14)

equivalente a la existente entre las derivadas local y material.
Las variaciones temporales son:

dof(r,t) of'(r,t)

dt ot
donde: p 9
- = . Nl
7 o +v-V, (3.15)
y: J
r
= 3.16
V= (3.16)

En el caso general en el que la velocidad del estado de equilibrio no es nula,
como ocurre, por ejemplo, en las estrellas rotantes, la relacion entre la perturbaciéon
Lagrangiana y Euleriana de la velocidad es:

,_ 0§

V= + (vo - V)€ — (€ - V)vy. (3.17)
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Cuando no hay movimiento en el estado de equilibrio (vy # 0), tenemos simplemente:
o0& dg
ot dt

A continuacién se perturban las ecuaciones (2.7), (2.11), (2.13), (2.22) y (2.23),
quedandonos con el primer orden. A partir de ahora las magnitudes en equilibrio se
denotaran sin subindice, ya que no hay posibilidad de confusién.

/

v="1v = v (3.18)

s Conservacion de la masa:

op’ B
a5 +V-(pv) =0 (3.19)

Conservacion del momento:

ov

Par V' + pVP + 'V =0 (3.20)

Ecuacién de la energia:
a / / /
pT&(S +&-VS)=(peny) =V - F (3.21)
» Ecuacion de Poisson:
V20 = ArGp' (3.22)
= Ecuacion de transporte radiativo:

F' = -KVT' — K'VT (3.23)

El sistema (3.19)-(3.23) forma un conjunto de ecuaciones diferenciales homogé-
neas en derivadas parciales, con respecto a t y r, para las variables perturbadas
oo, T, ... ylavelocidad v. Los coeficientes de estas ecuaciones incluyen solamente
cantidades en equilibrio como p, p, ..., que son funciones inicamente de la coordenada
radial r, ya que estamos suponiendo simetria esférica en el estado no perturbado
(estrellas no rotantes y sin campos magnéticos):

p=p(r), &=3(r),...

Por lo tanto, podemos separar la dependencia temporal de la espacial y expresarla
en una forma proporcional a e“**, donde o;, depende de cada solucién particular.
Asi, la solucién general de cada una de las variables X del sistema de ecuaciones
seria de la forma:

k=0

X(r, t) = Re {i Akaewkt} . (324)

Teniendo en cuenta que & o e! para cada uno de los modos de oscilacién, se veri-
ficard que: v = io€. Incluyendo esto en la ecuacién de continuidad (3.19), tenemos:

P+ Y- (p€)=0dp+pV-or =0, (3.25)
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y considerando la relacion entre las perturbaciones Lagrangiana y Euleriana nos

queda finalmente:
dop/p+V-€=0. (3.26)

La ecuacién de movimiento (3.20) podré escribirse:
2 1 / / pl

-0+ -Vp + V& + Vo =0 (3.27)
P P

Debido a la simetria esférica del estado de equilibrio, podemos dividir el movi-

miento en dos componentes, una radial y otra horizontal (perpendicular a la direccién
radial), con lo que los desplazamientos total y horizontal seran:

€ - (57’7 597 £¢)7 €J_ = (07 597 £¢) (328)
Asimismo, se puede definir:
1 o 1 0
cuyo cuadrado es:
1 1 0 0 0?
2 - . v . v -~
Vi = ey [sm@aa (5111«989) + 89252} : (3.30)

Con esta descomposicién, se puede dividir la ecuacién de movimiento (3.27) en
dos componentes, una horizontal y otra radial:

1op 0% o dd
p— 2 J U —
U£T+p8r+ or +pd7“

—0’¢, +V (% + <I>’) = 0. (3.32)

0, (3.31)

Eliminando & de la ecuacién de continuidad (3.25), y usando (3.32), tenemos:

op 1
p

0 1 Y
5 (1°6) + 5 Vi (% + @ ) = 0. (3.33)

De forma similar, la ecuacién de Poisson (3.22) quedaria:

19
r2 Or

0P’
(7’2 = ) + V3 & = 4nGyp. (3.34)

Partiendo de la relacién termodinamica:

1 T
5—p = —5—p — Vad%(ssg (335)

P I'vp
donde I'; y Vg se definieron en las ecuaciones (2.19) y (2.40), respectivamente, y
utilizando la relacion entre p’ y dp, se tiene:
/

19 T
L =L ag - vialss, (3.36)
P 1P p
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donde A se denomina discriminante de Schwarzschild, y establece la estabilidad
(A < 0) o inestabilidad (A > 0) convectiva:

N? dlnp 1dlnp V
A = —— = —_— —_ — J— X
p I T ar " (07 (Vaa — V) +V,], (3.37)

donde los gradientes V y V, se definieron en las ecuaciones (2.37) y (2.51), respec-
tivamente, y la magnitud termodinamica vy se define como:

dlnp
vp = — (alnT)p‘ (3.38)

Asimismo, se ha definido la frecuencia de Brint-Vaisala:

dlnp 1 dlnp gV
N?=— - = ad — :
g ( o T dr ) " (U7 (Vaa — V) + V,], (3.39)

donde V' es el invariante homdlogo:

dlnp  GM,p

Vir) = “dlnr  rp

(3.40)

Usando todas las expresiones anteriores, las ecuaciones perturbadas quedan fi-
nalmente:

/

d  pyg
Plsg— = — A 41
3V 5S = ( R L Ty .41
1 1 dlnp p \Y1 9 =/
Vad 65_ S ( 2¢) + &+ (F1p+ 02) p + VLCD ,(3.42)
2 /
—47erad—5S = V20 — 4nGp ( v Agr) . (3.43)
p I'yp

Por otra parte, la perturbacion del flujo viene dada por:

o1’ dT
= —-K - K'— 3.44
" or dr’ ( )
F, = —KV.T.

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacién de la energia (3.21), obtenemos:

10
iocpTdS = (pey) — —28—(7“2[7’;) + V3 (KT). (3.45)
r2 or
Finalmente completaremos el sistema de ecuaciones con la relacion termodinami-
ca:
5T_F2—15p+(55
T Ty p ¢
El sistema (3.41)-(3.46) esta compuesto por las ecuaciones bésicas para las oscila-
ciones lineales no adiabaticas y no radiales, y constituye un problema de autovalores,
o, cuyas autofunciones son &, p', ®', 7", 6S vy F}.

(3.46)
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3.2.2. Ecuaciones de oscilacién en las direcciones radial y
angular

En las ecuaciones anteriores, las variables radial y angulares estan separadas, por
lo que podemos resolverlas independientemente para cada direccion, utilizando los
armoénicos esféricos. Estos se definen en la Sec. A.3, donde se muestran asimismo
sus propiedades més importantes.

Entonces las funciones se pueden expresar de la siguiente forma:

Pt r,0,0) =p'(r)Y;" (0, ¢)e". (3.47)

A partir de ahora, los simbolos p’, T”, etc., denotardn la parte radial de las variables,
esto es, p'(r), T'(r), etc., mientras no haya lugar a confusién.
La expresion correspondiente para el vector desplazamiento & es:

0 A
€= |66 5 ) 2] v 0,006 (3.49
donde &, se puede obtener de la ecuacién (3.32):
_ LYy
&_Uﬂr<p‘*@>‘ (3.49)

Usando esta separacion de variables, nos queda un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias:

pT ldpy g 9 9 dd’
Pros == L 9 0y (N2 - .
GVad p 5S S + pc2 T ( o )& + s (3.50)
1d,, 1 dlnp L\ p e+1)
Vaa 65 =3 (&) + T dr —¢& + (1 ) P o o' (3.51)
p*T 1 d dd’ 00+ / N?
—Ar GV = w_g—r2 Dy e (2 N
r2dr dr r pe g
(3.52)
T’ dT
K =—F —K'— 3.53
dr dr’ ( )
1d e+1
iocpTdS = (pen) — e (r*F) + ( : >KT’ (3.54)

donde c es la velocidad del sonido definida en (2.76), y L, es la frecuencia de Lamb:

00+ 1)c?

2 _
L; = 5

(3.55)
,

Las expresiones (3.50)-(3.54) constituyen las ecuaciones bésicas de las oscilacio-
nes no adiabdticas y no radiales, equivalente al sistema (3.41) - (3.46).

Como se puede observar, estas ecuaciones son independientes de m, esto es, cada
soluciéon tiene una degeneracion 2¢ + 1 en m. Esto es debido a la independencia de
las soluciones con las posibles orientaciones de los ejes de coordenadas, ya que hemos
supuesto que el sistema no rota ni tiene campos magnéticos, por lo que su simetria
es completamente esférica en el estado de equilibrio. Si la estrella rotara o tuviera
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campos magnéticos, entonces la simetria se romperia y se privilegiaria una direccion
del espacio. En este caso desapareceria la degeneracion de los estados de oscilacion.

Por otro lado, puede comprobarse que existe una solucién trivial de las ecuacio-
nes. En ésta, la frecuencia o y todas las variables escalares son cero (o, p’, T, p', &' =
0), pero el vector velocidad v no lo es. A partir de las ecuaciones se obtiene una
solucion de flujo estacionario que satisface:

v, =0
VL"UL:O

esto es, el movimiento horizontal de cualquier elemento de volumen estd confinado
a una superficie esférica. La solucién de la ecuacién (3.56) estd dada por:

v, =V x(Qey),

donde e, es un vector unitario en la direccion radial y () es cualquier escalar. Desa-
rrollando ) en términos de arménicos esféricos:

Q=Y Qr(r)Y;"(6,9),
lm

(3.56)

tenemos para cada componente del movimiento horizontal:

m_ (QF 1 0 9\ynm
Y = ( r ) (0’ sinf d¢’ 30)}/6 (0, 9). (3.57)

Esta forma de la solucion es el denominado modo toroidal, mientras que los modos
ordinarios con ¢ # 0 son los llamados modos esferoidales. Los primeros constituyen
movimientos estacionarios no oscilatorios, y por tanto no son de interés en el caso
de estrellas esféricas sin campos magnéticos ni rotacién. En el caso en que aparezca
algunas de estas situaciones, estos modos pasan a ser oscilatorios, siendo necesario
tenerlos en cuenta, como veremos en el Cap. 5.

3.3. Aproximacion adiabatica

3.3.1. Oscilaciones adiabaticas

Como ya pusimos de manifiesto en la Sec. 2.1, en la mayor parte del volumen de
la estrella el tiempo de relajacion térmico es mucho mayor que el dindmico y, por
tanto, que los periodos de pulsacién, por lo que es valida la aproximacion adiabatica.
Lo que ocurre desde el punto de vista termodinamico es que durante una oscilacién
la entropia de un elemento de volumen no tiene tiempo suficiente para variar signi-
ficativamente, o sea:

dS/c, = 0. (3.58)

Con esta aproximacion, las ecuaciones dinamicas se desacoplan de las térmicas,

reduciéndose el sistema a:

(e +1) 1 d g 2\ o

U = — Y2y e 4 (122 2 3.59
o2r? r2 dr (r°¢) 025 + ( o2 ) pc?’ ( )
dd®  1dp g 5 5

_EY 209 (N2 3.60
dr pdr+p02p+( ) ( )

y o N? 1 d [ ,d®\ (C+1),

drGp | 5+ —& | =5 |\rm"— | ———P" 3.61

i p(p02+ g f) r2dr " dr r2 ( )
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Este sistema es equivalente a cuatro ecuaciones de primer orden, al ser la ultima de
segundo orden.

En esta aproximacién, las relaciones termodindmicas (3.35) y (3.46) se simplifican
bastante:

op

oT op
L (3.63)

por lo que el nimero de variables a resolver se reduce a cuatro: &, p/, ' y d®’/dr.

3.3.2. Condiciones de contorno

Necesitamos ahora cuatro condiciones de contorno. Estas son discutidas con bas-
tante profundidad en Unno et al. (1989) y Cox (1980).

El centro de la estrella, »r = 0, es un punto singular de las ecuaciones. Entonces,
como es usual en teoria de ecuaciones diferenciales, son posibles soluciones tanto
regulares como singulares en ese punto. Dos de las condiciones sirven para seleccionar
las soluciones regulares. Desarrollando las ecuaciones puede demostrarse que cerca
de r = 0, & se comporta como r‘~!, mientras que p’ y ® lo hacen como r‘. En el
caso especial de las oscilaciones radiales, sin embargo, se tiene que: £, ~ r (en efecto,
es obvio a partir de consideraciones geométricas, que para oscilaciones esféricamente
simétricas el desplazamiento debe anularse en el centro). A partir de estos desarrollos
se pueden obtener dos relaciones entre las soluciones cerca de r = 0:

o (P’
PRl 0, parar~20 (3.64)
r r
g /
- (71 n @’) —0, parar~0 (3.65)
a2r \ p

En particular, se puede demostrar que para £ > 0:
& ~ (&, parar — 0. (3.66)

Por otro lado, se puede deducir una condicion en la superficie simplemente im-
poniendo continuidad de " y de su derivada en r = R. Fuera de la estrella, la
perturbacion de la densidad desaparece, y puede resolverse la ecuacion de Poisson
analiticamente. La solucién que se anula en el infinito es:

O = Ar~t1, (3.67)
donde A es una constante. Por lo tanto, ®' debe satisfacer:
dd’ (+1
— + Ty — g para r = R. (3.68)
dr r

La segunda ecuacién depende del tratamiento de la atmoésfera estelar, y en con-
secuencia puede ser complicada. En general, si se considera que la estrella tiene una
superficie bien definida en r = R, es fisicamente razonable suponer que la presion
sea constante sobre ella. Entonces la perturbacion Lagrangiana se anulara:

d
op=1p + frd—f ~(0 parar=R. (3.69)
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Un analisis mas detallado del comportamiento de la atmdsfera proporciona resulta-
dos muy similares, excepto para altas frecuencias.

A partir de (3.69), puede estimarse el cociente entre las componentes radial y
horizontal del desplazamiento en la superficie. La amplitud del desplazamiento hori-
zontal viene dado por (3.49). Sin embargo, en la mayoria de los casos, la perturbacién
en el potencial gravitatorio es muy pequena. Entonces, de (3.69) se obtiene:

?Eg = =w? (3.70)

donde g, es la gravedad en la superficie, y w es una frecuencia adimensional definida
por:

2 B
GM
Por tanto, el valor en la superficie de &,./&, en esta aproximacién, depende tunica-
mente de la frecuencia. Para el caso de las oscilaciones de cinco minutos del Sol,
w? ~ 1000, y entonces el movimiento es fundamentalmente vertical, excepto cuando

¢ toma valores elevados.

w

(3.71)

3.3.3. Oscilaciones radiales adiabaticas

Las oscilaciones radiales son un caso particular de las anteriores, en el que ¢ = 0.
La ecuacién (3.59) se reduce a:

/ d
D = g6 + St (3.72)

p02 r2

Sustituyendo esta ecuacién en la (3.61), con ¢ = 0, tenemos:

d [ ,do d L dp
4 S g . .
o (r o ) +4rG [pdr (r°&.) + 7€, o 0 (3.73)

Usando esta ecuacién y la (3.60), junto con algunas relaciones de la estructura de
equilibrio de la estrella, se obtiene finalmente la ecuacién diferencial estandar para
las oscilaciones radiales (Ledoux y Walraven, 1958):

dii {rlp#dﬁ’i (%)} 4 {02p7’4 + 7“3(% (3T, — 4)p]} (57) 0. (3.74)

Esta ecuacién, junto con las condiciones de contorno (3.65), con ¢ = 0, y (3.69),
forman un problema de autovalores del tipo Sturm-Liouwville, con autovalor 2.

El modo con el autovalor mas pequeno se denomina modo fundamental, F, y su
autofuncién no tiene nodos en el intervalo 0 < r < R. El modo con n nodos se
denomina sobretono n-ésimo, nH. Las autofrecuencias aumentan con el nimero de
nodos de las autofunciones, como se puede observar en la Fig. 3.1.

3.3.4. Propiedades generales de las autofrecuencias y auto-
funciones

En la Fig. 3.1 se muestran algunos autovalores para un politropo con indice 3 y
['; = 5/3. Concretamente, se representa el logaritmo de w? frente a £. Se observan
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0.00 - 61z .
g3
= e,
—0.40 ! 1 1 | 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Figura 3.1: Cuadrado de la frecuencia adimensional w?, en funcién del indice ¢ para
las oscilaciones adiabaticas de un politropo de indice 3. Las pulsaciones radiales se
corresponden con ¢ = 0. Tomado de Unno et al. (1989).

dos secuencias de autovalores. Una de ellas tiende a infinito conforme aumenta n:
02— o0 para n— oo (modos p), (3.75)
y la otra tiende a cero:

02— 0 para n—oo (modosg). (3.76)

También se observa que para un cierto orden radial n, la frecuencia aumenta con /.

En la Fig. 3.2 se muestran las autofunciones para el desplazamiento radial, nor-
malizado en la superficie para los modos p, y en el centro para los modos g. Es
evidente que la amplitud relativa de los primeros es grande solamente en la parte
mas externa de la estrella, mientra que la de los segundos lo es en la zona més in-
terna. El modo f, que no tiene nodos en la variaciéon radial de la autofuncién, tiene
caracter intermedio entre el modo p, y el g;.

72



&./r

r/R

Figura 3.2: Autofunciones de los modos no radiales con ¢ = 2 para un politropo
con N = 3, en funcién de la distancia al centro. Las curvas sélidas corresponden
a los modos f y p, normalizadas a uno en la superficie, mientras que las curvas
discontinuas representan autofunciones de los modos g, normalizadas en el centro.
Tomado de Unno et al. (1989).

Para el modo f con ¢ = 1, se tiene que 0 = 0, por lo que dicha solucion se
corresponde con un desplazamiento global de toda la estrella. Por tanto, ésta es
solamente una solucion formal, y no tiene correspondencia fisica. Mas adelante, en
la Sec. 3.4, profundizaremos en las propiedades de este modo.

3.3.5. Tratamiento numérico de las ecuaciones

Un problema que se encuentra en estas ecuaciones es que sus coeficientes varian
de forma muy drastica de unas partes de la estrella a otras. Esto es un grave in-
conveniente a la hora de resolverlas numéricamente. Para solucionar este probelma,
se utiliza en el cédigo de pulsacion la reformulacion adimensional propuesta por
Dziembowski (1971), tal y como aparece en Unno et al. (1989) y en Moya et al.
(2004b), en la que todos los coeficientes son del orden de la unidad. Las variables
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adimensionales se definen:

&
= 3.77
n r ) ( )
1 /
y = — (71 + <I>’) , (3.78)
gr \p
1
ys = —@ (3.79)
gr
1dd’
= Z 3.80
Ya g dr ( )
Las variables &, p/, ® y d®’/dr se escriben en funcién de las nuevas:
& = Ty, (3.81)
p= pgr(y2—ys), (3.82)
' = grys, (3.83)
dd’
oo = g (3.84)
Sustituyendo las ecuaciones anteriores en (3.59)-(3.61), tenemos:
LAy g gr (L gr
T = <§—3)y1+—2 — 1)yt 2 (3.85)
dys 5 o gr dln(pg) gr dlnp
02 N2 o) Ly — | 1 .
ret = (N2 = 0) oy = | EE e L g (G s (3.86)
d N2pr? dl
Pl = 4Gy + 4nG 2y2+[ (€ +1) 4WG%}Q3_{dﬁ(gr>+l}y4
r g2 c nr
(3.87)

La combinacién de las ecuaciones (3.79)

dyS

dr

_ dln(gr)
dln

y3+y4

y (3.80) da la cuarta ecuacién que buscamos:

(3.88)

Por tltimo, podemos utilizar el radio relativo: = r/R, con lo que nos queda:

dy1 (L+1)
= s [T v ek Vi
d
b (e - AN+ (A Uk ol — A
dyS
= (1-U
d,ﬁlj‘ ( )y3+y47
d
dy; = UAyi +UVyya + [((0+ 1) = UVylys — Uya,
donde:
oV _ ldnp_gr . dinM, Admpr®
97T, PlgdlnT_CQ’ ~dlnr M,
rN?
A= A= —rd=—,
. g
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y w? es el cuadrado de la frecuencia adimensional.

Como la atmosfera es altamente no adiabatica, la solucion adiabatica debe termi-
nar en la superficie donde las aproximaciones ya no sean validas, y alli se impondra la
continuidad de yq, ¥2, y3 € y4 con las soluciones de la atmosfera.

Las condiciones de contorno, para el caso adiabético, en el centro, (3.64) y (3.65)
quedan:

Wy, — by, = 0, (3.94)
lys — 1y, 0. (3.95)

Asimismo, podemos plantear también las condiciones de contorno en la superficie.
Los autovalores de la matriz de coeficientes de las ecuaciones, cuando r — R, son:

)\1 - —f
Ao =0+1 (3.96)
Ar =1 [(Vy+ A" —2) =417

donde:
0+ 1)

'y:(A*—Vg,—i—4)2+4l 2

— Vg} (w? — A%). (3.97)
La densidad de energia cinética para las soluciones asociadas a Ay, en r — R, se

comporta como:
€p o oV, (3.98)

por lo que las oscilaciones cerca de la superficie seran evanescentes u ondas progresi-
vas dependiendo del signo de «y. Las raices de v = 0 nos dan dos frecuencias, w,., y w,,
que representan las frecuencias criticas de propagacion de las ondas gravitatorias y
acusticas, respectivamente (we, < we,).

En el caso en que w,, < w < w,,, se tiene que v > 0, y la oscilacién asociada con
A = Ay es evanescente, por lo que se reflejard y se podran formar ondas estacionarias.
En esta situacion las condiciones de contorno son:

(l+Dys+ys = 0, (3.99)
A_—b A_—b
71191 — Y2 — M —ag|ys = 0, (3-100)
b2 b12
donde: (ot 1)
_l’_
b =V, -3, 512:72—%, bizg =V,

w
by = w? — A%, boy = 1+ A, bys = —A”,

biabag — bi3(baa + 1) bo1b13 — bas (b1 + {)

Q) = , Qg = .
YT (byy ) (bap + 0) — biobay 2 (biy + 0)(bag + £) — bigby

En los casos en los que w < we, 6 w > w,,, se tiene que v < 0, y la onda no se
refleja totalmente en la superficie, por lo que se propaga y por tanto va perdiendo
energia. Esta es la llamada onda Progresiva.

Asi, el sistema adiabatico (3.89)-(3.92), junto con las cuatro condiciones de con-
torno descritas, forman un problema hermitico de autovalores, por lo que tanto el
autovalor w? como las autofunciones son reales. Esto quiere decir que w es, o bien
puramente real, y entonces se dice que tenemos un modo dindmicamente estable,
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o bien es imaginario puro, dando lugar a un modo dindmicamente inestable. En el
primer caso la dependencia de las autofunciones con los angulos y el tiempo es de
la forma cos(me + wt + &), donde g es la fase inicial. Por tanto, estamos ante un
oscilador sin amortiguar. En el segundo caso, la amplitud del movimiento oscilatorio
crecera o disminuirda exponencialmente. Si disminuyera con el tiempo, la oscilacion
terminaria despareciendo. En caso contrario, estariamos ante una explosion violen-
ta. De todos modos, a nosotros nos interesan unicamente los modos dinamicamente
estables.

3.4. Naturaleza fisica de los modos de oscilacion

Las ondas actsticas y de gravedad, responsables de las oscilaciones, se pueden
propagar radialmente solamente en regiones restringidas, dependiendo de las pro-
piedades de la oscilacion. Tenemos, pues, ondas estacionarias que se forman por
reflexion en los limites de las regiones de propagacion. En otras palabras, las os-
cilaciones quedan atrapadas en estas zonas. El estudio de cémo sucede ésto es de
fundamental importancia en la teoria de las oscilaciones no radiales. Para poder
llevar a cabo este estudio, se llevan a cabo algunas aproximaciones, siendo la mas
importante la denominada aprozimacion de Cowling.

3.4.1. La aproximaciéon de Cowling

Esta es muy util porque, anadida a la adiabatica, simplifica enormemente las
ecuaciones de oscilacion, facilitando el estudio de sus propiedades generales. Consiste
ésta en despreciar la perturbacion Euleriana del potencial gravitatorio. Para ver su
justificacion, vamos a considerar la solucién integral de la ecuacién de Poisson:

/ /

t
@’:G/ AU (3.101)

v |r—r

Esta puede separarse como:
AnG [ 1 [T B (r')
/ _ - 1 (0 A2 g, L /

d'(r) = 1 |:7a£+1 /0 P (r)r" o dr /r o dr} . (3.102)

A partir de esta ecuacién se sigue que |®’| es pequena comparada con p’ bajo las
siguientes circunstancias:

» Cuando / es grande.
» Cuando el orden radial |n| es grande.

En el primer caso, ('/r)*? (que aparece en la primera integral) es pequefio cuando
7' < r, mientras que (r/r')*~! (segunda integral) es pequefio cuando r’ > 7. Ademas,
®" se reduce en un factor 2¢ + 1. En el segundo caso, ®' contiene una integral
sobre funciones oscilatorias que varfan muy rapidamente con r, y por tanto su valor
disminuye apreciablemente debido a las cancelaciones que tienen lugar. Por tanto,
parece razonable despreciar @'.
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Esto se conoce como aprorimacion de Cowling, y reduce el orden del sistema de
ecuaciones de cuatro a dos, con la consiguiente disminucién del ntimero de condi-
ciones de contorno. La validez de esta aproximacion ha sido comprobada numeérica-
mente para érdenes altos, aunque habria que tener cuidado para otros casos, como
por ejemplo para el modo f con ¢ = 1.

3.4.2. Modos “atrapados”

Las ecuaciones en la aproximacion de Cowling pueden escribirse como:

dg 2 1 1 (L2
A (e £ — (2 1)y 1
dr (7" ry 7 )&« * pc? (02 )p, (3.103)
dp' 1
o = PO =N — Y, (3.104)
donde: il
' = —% - % (3.105)

es el factor de escala de presiones, esto es, la distancia a la cual la presiéon cambia
en un factor e. Para oscilaciones de 6rdenes radiales altos, las autofunciones varian
mucho mas rapidamente que las cantidades en equilibrio. Entonces el lado de la
izquierda de, por ejemplo, la ecuacién (3.103) es mucho mayor que el primer término
de la derecha, que contiene derivadas de las cantidades en equilibrio. Como primera
aproximacion, bastante burda, podemos simplemente despreciar estos términos, con
lo que las ecuaciones se reducen a:

de, 1 (L}
e E(U—ﬁ— )p’, (3.106)
dp’ 2 2
. = Pl = NG, (3.107)

que pueden combinarse en una tnica ecuacion diferencial de segundo orden para &,.
Despreciando de nuevo las derivadas de las cantidades en equilibrio, obtenemos:

A2, o2 N2\ (L2

Este resultado consituye la aproximacién mas burda a las ecuaciones de oscilacio-
nes no radiales. En efecto, las hipotesis aceptadas son cuestionables. En particular, la
escala de presiones es pequena cerca de la superficie (nétese que H, es proporcional
a la temperatura), y entonces las derivadas de la presién y la densidad no podrian
despreciarse. De forma similar, el término 2/r es muy grande cerca del centro. De
todos modos, la ecuacién es adecuada para describir las propiedades globales de
los modos de oscilacién, y en efecto proporciona una determinacién razonablemente
exacta de las frecuencias.

A partir de la ecuacién (3.108), es evidente que las frecuencias de Lamb y de
Brunt-Vaiisala juegan un papel muy importante en la derterminacion del compor-
tamiento de las oscilaciones. En la Fig. 3.3 se representan estas frecuencias para el
modelo solar estandar. L, tiende a infinito conforme r tiende a cero, y disminuye de
forma mondtona hacia la superficie, debido a la disminucion de ¢ y al aumento de r.
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Figura 3.3: Frecuencia de Brunt-Viisdla, N (en linea continua), y de Lamb, L,
(en lineas discontinuas, etiquetadas con distintos valores de ¢), en términos de las
correspondientes frecuencias, frente al radio relativo /R para un modelo del Sol.
Las lineas horizontales muestran las regiones donde las ondas estan atrapadas para
un modo g con frecuencia v = 100 pHz, y para un modo p con ¢ = 20 y v = 2000
pHz. Tomado de Christensen-Dalsgaard (1998).

Como se ha discutido ya, N? es negativo (A es positivo) en las zonas convectivas
(aunque generalmente tiene valor absoluto pequeno), y positivo (A es negativo) en
las zonas estables frente a la conveccion. Todos los modelos solares realistas tienen
una zona convectiva externa que abarca aproximadamente el 30 por ciento del radio,
mientras que la zona interna es estable. En las estrellas § Scuti ésta se encuentra
presente en el nicleo y en la zona mas externa. El pico de la frecuencia de Brunt-
Vaisala cerca del centro esta asociado al incremento de la abundancia del Helio en esa
zona debido a las reacciones nucleares. En efecto, el material maés ligero se encuentra
sobre el mas pesado, de modo que se anade estabilidad frente a la conveccion, con
lo que N? aumenta. Esto se puede ver més facilmente considerando la siguiente
expresion para N2:

2
N2 = %’)(vad —V+V,), (3.109)
donde V, V,q y V, son los gradientes definidos en la secciéon 2.4.1. En la regién
donde tienen lugar las reacciones nucleares, ;1 aumenta hacia el centro, y por tanto,
hacia valores de la presién crecientes, por lo que V, constituye una contribucion
positiva a N2.

Con el objeto de analizar el comportamiento de las oscilaciones, escribimos la

ecuacién (3.108) como:
d*¢,
dr?

= —k(r)&,, (3.110)
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donde:
(02 = L})(o® = N?)

o2c?

k(r) =

(3.111)

El comportamiento local de &, depende del signo de k(r). En los lugares donde
k(r) > 0, & es localmente una funcién oscilante de r, mientras que donde k(r) < 0,
la solucién es localmente una funciéon exponencialmente creciente o decreciente de
r. En el primer caso, la solucién puede escribirse aproximadamente como:

&, ~ cos (/ k(r)l/zdr + ¢) . k(r) >0, (3.112)

donde ¢ es una fase determinada por las condiciones de contorno, mientras que en
el segundo caso:

£, ~ exp (i / \k(r)yl/%zr) k() <0, (3.113)

Entonces, segun esta descripcion, la solucion oscila cuando:
ol) |o| > [N|y |o| > L,

02) |o| <[N|y |o| < L

y es exponencial cuando:

el) |[N|<|o| < Ly

e2) L, <|o| <|N|

Para un determinado modo de oscilacién, puede haber regiones donde la soluciéon
sea oscilante, de acuerdo con el criterio ol) u 02), junto con otras donde su compor-
tamiento sea exponencial. Sin embargo, en general una de estas regiones oscilantes
es la dominante, siendo la solucién exponencialmente decreciente fuera de ella. Se
dice entonces que la onda esté atrapada en dicha regién; su frecuencia viene determi-
nada fundamentalmente por la estructura del modelo en esa zona. Las fronteras de
tales regiones son generalmente puntos donde k(r) = 0, conocidos como puntos de
retorno. De la ecuacion (3.112) se sigue que dentro de esas zonas los modos oscilan
como funcién de r més rdpidamente cuanto mayor sea el valor de k(r). Entonces, si
el orden del modo viene caracterizado aproximadamente por el niimero de ceros de
&, lo normal serd entonces que aumente con k(r).

A partir del comportamiento de L, y N que se muestra en la Fig. 3.3, y de las
condiciones para que una onda sea oscilante, podemos esperar dos clases de modos:

= Modos con frecuencias elevadas, satisfaciendo ol), llamados modos p.
» Modos con frecuencias bajas, satisfaciendo 02), llamados modos g.

En la Fig. 3.3 se muestran regiones con ondas atrapadas tipicas para un modo p y
un modo g en un modelo solar. A este tipo de diagramas se les denomina diagramas
de propagacion, y son muy utiles para saber en qué zonas quedard atrapada una
onda. Por ejemplo, en la Fig. 3.4 se muestra el diagrama de propagacién para un
politropo de indice 3.

Notese que en estrellas evolucionadas con nicleos convectivos, N puede tomar
valores muy grandes en el borde del ntucleo, lo que hace que se cumpla la condicion
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02) incluso a frecuencias altas. Esto implica que en estos casos la distincién en
frecuencias entre modos p y g no estara muy clara.

En el caso de estrellas con ntcleos convectivos pueden aparecer modos miztos,
esto es, oscilaciones que presentan caracteristicas tanto de los modos p como de los
g. En toda la zona convectiva los elementos se mezclan con mucha eficacia, lo que
da lugar a una composicién quimica constante, y por tanto un gradiente V, = 0.
Conforme la estrella evoluciona, por un lado el Hidrégeno va desapareciendo como
consecuencia de la fusiéon nuclear, y por otro el ntcleo convectivo se contrae, de-
jando atras un gradiente V, no nulo (ver Fig. 3.5). Esto provoca que la frecuencia
de Brunt-Viisila alcance valores muy grandes. En estos modelos evolucionados las
autofunciones en el rango de frecuencias entre dos maximos de N? tienen cardcter
mixto: se comportan como ondas de gravedad en la zona donde V, # 0, y como
ondas de presién en la parte externa de la estrella (ver Fig. 3.6). Esto hace que la

T { *l T i V‘I ‘t ¥
= . R mbw o
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.4: Diagrama de propagacién para un politropo de indice 3 con ¢ = 2. Se
muestran algunas frecuencias mediante lineas continuas horizontales, mientras que
los nodos se localizan mediante circulos. Tomado de Unno et al. (1989).
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Figura 3.5: Contenido de Hidrégeno, X, frente a la masa m/M para tres modelos
de una secuencia evolutiva de una estrella de 2.2M,. La linea sélida es para edad
0, la punteada para 0.47-10% afios, y la discontinua para 0.71-10%ifios. Solamente se
muestra el cuarenta por ciento del interior de la estrella. Tomado de Christensen-
Dalsgaard (1998).

clasificacion de los modos no radiales no sea trivial. Una segunda consecuencia es el
aumento de la frecuencia de los modos g. Se muestra un ejemplo de tal comporta-
miento en la Fig. 3.7, donde w?, la frecuencia adimensional, se representa en funcién
de la edad de la estrella. Los modos g se mueven rapidamente conforme la estrella
evoluciona, mientras que el f y los p se mantienen en principio sin apenas cambios
en el valor de w?. Conforme el modo ¢; se acerca al f, éste es “empujado” hacia
arriba, mientras que aquél ocupa su posicion. El modo f entonces “empuja” al py, y
asi sucesivamente. Aizenman y Smeyers (1977) han demostrado que este fendmeno
es esencialmente el mismo que el proceso de “avoided crossing” de los modos de dos
osciladores acoplados. Un oscilador se identifica con la onda de gravedad atrapada
en el interior estelar, y el otro con la onda p atrapada en la envoltura. El “avoided
crossing” estd provocado por la interaccién entre las dos oscilaciones en la zona
evanescente. Dado que ésta actia como una barrera de potencial, el acoplamiento
solo puede tener lugar si las frecuencias estan muy proximas.

3.4.3. Modos p

Se encuentran atrapados entre un punto de retorno interno r = r; y la superficie.
El punto r; se localiza mediante la condicién Ly(ry) = o

A(ry) o2

— 3.114
r? 00+1) ( )

que determina 7; como funciéon de £ y o.
Para los modos p, en particular para los modos solares en la region de cinco
minutos, tenemos tipicamente que o > N. Entonces k(1) puede aproximarse por:

1
2

k(r)~ =(o* - L}), (3.115)

9}
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(b) =

Figura 3.6: Diagramas de propagacién para dos modelos evolucionados de 10 M.

Tomado de Unno et al. (1989).

por lo que la dindmica de los modos vendra determinada exclusivamente por la
variaciéon de la velocidad del sonido con r. Se trata de ondas actsticas estacionarias,
cuya fuerza restauradora estd dominadada por la presion, de ahi la denominacion de
modos p. En efecto, la ecuacién (3.115) que determina el comportamiento radial se
puede obtener de forma sencilla a partir de la relacién de dispersién para una onda
plana. Escribiendo el cuadrado del vector de ondas como la suma de las componentes

radial y horizontal:
|k7|2 = k’f + kl%?

donde ]fh se define como:
h

r2 2’
podemos escribir la relacion de dispersion:

2
o 5 Ll+1)
2=kt

r

1
kQ = g(O’Q — Lz)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

La reflexién interior de los modos p se pueden entender de forma simple en
términos de la teoria de rayos. Un modo se puede considerar una superposicion de
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Figura 3.7: “Awvoided crossing” de frecuencias para una secuencia evolutiva de una
estrella de 16 M. Tomado de Unno et al. (1989).

ondas sonoras. Dos de tales ondas se ilustran en la Fig. 3.8. Conforme se propagan
hacia el interior estelar, las partes mas profundas del frente de ondas experimentan
una velocidad del sonido mayor, y por tanto viajan mas rapido. En consecuencia,
la direccién de propagacion se desvia de la direccion radial. Esto es completamente
analogo a la refraccién experimentada por un rayo de luz cuando pasa a un medio con
menor indice de refraccién (mayor velocidad). Matemdaticamente se expresa mediante
la disminucién de la componente radial del vector de ondas con el incremento de la
velocidad del sonido, que se muestra en la ecuacién (3.119). En el punto de retorno la
onda viaja horizontalmente, y entonces la condicién (3.114) se obtiene directamente
a partir de la relacién de dispersién para las ondas sonoras (Gough, 1984, 1986).

La dependencia del punto de retorno r; con el grado y el orden del modo es
de gran importancia para la interpretacion de las observaciones de las oscilaciones
de cinco minutos del Sol. En la Fig. 3.9 se ilustra el comportamiento de r; con £.
Para ¢ pequeno, r; estd muy cerca del centro, mientras que para grados mayores el
punto de retorno se acerca a la superficie. En particular, hay que notar que para
¢ 2 40 los modos estdn esencialmente atrapados en la zona convectiva, que tiene
una profundidad de aproximadamente 0.28 R para el Sol.

A partir de la ecuacién (3.115) se sigue que k(r) aumenta con la frecuencia.
Esto implica un incremento del ntimero de ceros de las autofunciones, o lo que es lo
mismo, la frecuencia aumenta con el orden del modo.

3.4.4. Modos g

En este caso los puntos de retorno estan determinados por la condicién N = o.
Como se aprecia en la Fig. 3.3, para bajas frecuencias esto implica que uno de dichos
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Figura 3.8: Propagacion de ondas acusticas, correspondientes a los modos ¢ = 30,
v =3 mHz y ¢ = 100, v = 3 mHz. Las lineas horizontales ilustran el frente de ondas.
Tomado de Christensen-Dalsgaard (1998).

puntos se encuentre muy cerca del centro de la estrella, y el otro en la base de la zona
convectiva (donde N disminuye bruscamente hasta hacerse negativo). A mayores
frecuencias el punto més externo se mueve hacia el interior, y para valores cercanos
al maximo de N, los modos quedan atrapados a gran profuncidad. Sin embargo, en
esta aproximacion la posicion de los puntos de retorno es independiente de /.

Para modos g de 6rdenes altos, se tiene tipicamente: ¢ < L7, y podemos aproxi-
mar k(r) por:
1
2

00+ 1)

r2

k(r) ~ —(N? —o?) : (3.120)

o
Por lo tanto, en este caso la dindmica viene dominada por la variacion de N con r.
La gravedad, actuando sobre la perturbacion en la densidad, proporciona la fuerza
restauradora dominante, de ahi que se les denomine modos g. Estos constituyen
ondas de gravedad estacionarias. Mediante argumentos similares a los utilizados
anteriormente para los modos p, se obtiene a partir de la relacion de dispersién que
la componente radial del vector de ondas estéd determinada por:

k2 = fe+l) (E - ) : (3.121)

T r2 o2

de acuerdo con la relacién para k(r) dada por (3.120). A partir de dicha ecuacién
se sigue que k(r) aumenta cuando o disminuye. Por tanto, o derece al aumentar el
orden. Debe notarse también que las frecuencias de los modos g no pueden exceder
el maximo N,,q, en el interior estelar.

3.4.5. Modos mixtos

Como su propio nombre indica, son una mezcla de modos p y g, teniendo porcen-
tajes importantes de su energia de oscilacion distribuidos tanto en el interior estelar
profundo como cerca de la superficie. Son producto del acoplamiento existente entre
ambos tipos de oscilaciones, el cual se hace patente a lo largo de la evolucién cuando,
por motivos que ahora veremos, sus frecuencias tienden a acercarse.
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Figura 3.9: Localizacién (a) del punto de retorno interno, ry, y (b) de la profundidad
de penetracion R — 14, en unidades del radio solar R, para modos p en un modelo
solar estandar. Los resultados se muestran como funciones del grado ¢, para tres
frecuencias tipicas. Tomado de Christensen-Dalsgaard (1998).

Durante la evolucién de una estrella desde la ZAMS, la composicién quimica
central varfa al fusionarse hidrégeno y producirse helio, credndose un gradiente ne-
gativo, V,, en el borde externo del nicleo convectivo, que hace disminuir la presién
central, por lo que el nicleo se contrae. Esto permite que la estabilidad dinamica sea
mayor, aumentando el valor de IV en esa zona. Este pico de N en el borde del nticleo
permite a los modos g tener frecuencias mas altas, aproximandose a las de los modos
p. En la Fig. 3.6 se muestra la evolucion de este pico situado al borde del ntcleo. En
la misma se representa la frecuencia de Lamb, L,, que proporciona una estimacion
del radio de retorno para los modos p mediante la expresién (3.114). Hay que notar
la mayor profundidad en la propagacion de los modos p al disminuir el valor de .
Ambas frecuencias nos dan una idea del tamano de las cavidades resonantes en las
que se propagan los modos p y g: los modos g lo hacen en las zonas con w < NN, y los
modos p, entre el radio de retorno y la superficie. En realidad, éstos no se reflejan
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en la superficie, sino en capas algo méas internas (r > 0.9R). En concreto, y segin
la teoria asintética, el punto de retorno externo se tiene aproximadamente cuando:

2 dH
W= W ﬁ (1 - 2?) , (3.122)

donde H es la escala de altura de densidad, y donde hemos introducido la frecuencia
de corte generalizada, w.. Esta tiene un maximo en la fotosfera, por lo que los modos
con w > w, en la atmoésfera no son reflejados por ésta, y por tanto, no constituyen
modos propios (ademés éstos se disiparian debido a procesos no adiabaticos, aunque
en el Sol se observan como pseudo-modos). Por tanto, el valor de w,.. en la atmésfera
delimita la frecuencia méaxima de los modos propios de la estrella.

Las cavidades resonantes de los modos p puros apenas varian con la evolucién,
por lo que su frecuencia permanece estable, mientras que los modos g sufren cambios
en su cavidad, como hemos visto, permitiendo que se puedan propagar a mayor
frecuencia. Este aumento provoca que dichos modos se encuentren con cavidades
resonantes nuevas en la envoltura externa, en las que previamente existian solo
modos p puros. El acoplamiento entre el modo g ascendente y el p produce un
intercambio de propiedades que da lugar a la aparicion de un modo mixto. Dicho
acoplamiento impide el cruce entre la frecuencia de ambos, dando lugar a un cruce
prohibido, o avoided crossing, en inglés. En la Fig. 3.7 se ilustra en detalle uno de
estos cruces. Puede observarse cémo el modo g ascendente (o mixto, en el caso més
general de que el modo ya haya pasado por un cruce prohibido anteriormente) se
convierte en uno acustico, mientras que el modo p superior pasa a ser un modo
mixto que seguira ascendiendo.

3.4.6. Algunos resultados numéricos

Con el objeto de familiarizarse con las propiedades de las oscilaciones, es ttil
analizar los resultados de algunos calculos de autofunciones y autovalores. Los pre-
sentados en esta seccidén estan basados principalmente en modelos calculados me-
diante el codigo descrito en Christensen-Dalsgaard (1982). La Fig. 3.10 muestra los
resultados de las frecuencias calculadas para este modelo, como funciones de ¢. Es
conveniente considerar el orden ¢ como una variable continua y real; esto se puede
hacer matematicamente sin ninguna dificultad, aunque solamente sus valores ente-
ros tendran significado fisico. En consecuencia, las curvas se muestran continuas, lo
que ayuda a la identificacién de los modos. Ademas, se etiquetan mediante el orden
radial, n, que viene dado esencialmente por el niimero de ceros de las autofunciones
en la direcciéon radial.

Es evidente, como se explicé en la Sec. 3.3.4, que existen dos tipos distintos de
modos, aunque ligeramente superpuestos, con comportamientos muy diferentes de
sus frecuencias como funciones de ¢. El grupo superior corresponde a los modos p,
cuya fuerza restauradora dominante es la presién. Se ha indicado el orden radial
para algunas de las curvas. Se observa claramente que las frecuencias de esos modos
aumentan con el orden, como se discutié en la Sec. 3.4.3. Los modos etiquetados con
n = 0, aunque tienen un comportamiento similar a los p, son de hecho fisicamente
distintos; para ¢ mayor que 20 sus frecuencias vienen dadas aproximadamente por
la expresion de la relacion de dispersion para ondas de gravedad superficiales. Se
corresponden con los modos f.
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Figura 3.10: Frecuencias v como funciones de ¢, calculadas para un modelo solar
estandar. Se indican algunos valores del orden n. Tomado de Christensen-Dalsgaard
(1998).

Por 1ultimo nos encontramos el grupo inferior, correspondiente a los modos g,
discutidos en la Sec. 3.4.4, en los que la fuerza restauradora dominante es la gravedad.
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Para éstos la frecuencia disminuye cuando aumenta el nimero de nodos. Dado que la
fuerza restauradora exige la existencia de variaciones sobre superficies horizontales,
es evidente que no pueden existir modos g para oscilaciones esféricamente simétricas,
esto es, para ¢ = (0. Unicamente se muestran 6rdenes inferiores a 50, aunque los
modos g se extienden hasta frecuencia cero para todos los valores de ¢, estando mas
concentrados a medida que aumenta el grado.

Debe notarse que existe un aparente solapamiento en las frecuencias entre el
modo f y algunos de los g. Un examen mas detallado revela que en vez de esto,
los modos se aproximan mucho sin cruzarse realmente, dando lugar al fendmeno del
avoided crossing, explicado en la Sec. 3.4.2.

La clasificacion precisa de los modos, esto es, la asignacion de los érdenes radiales,
presenta algunos problemas interesantes y atin no resueltos. Parece que a cada ¢ es
posible asignarle un valor entero de n, desde menos infinito hasta més infinito, de
tal manera que, para modelos estelares razonablemente simples, |n| da el ntimero de
ceros de &,.; el posible cero en r = 0 se cuenta tinicamente en el caso radial £ = 0.
Esto se puede arreglar de tal manera que n > 0 para modos p, n = 0 para el modo
f, vy n < 0 para los g. También, salvo una excepcion que se discute mas adelante, la
frecuencia es una funcion creciente de n; esto es consistente con el hecho, mencionado
anteriormente, de que la frecuencia aumenta con el niimero de nodos radiales para
los modos p, y disminuye con los mismos para los g. Por convencion, se denotan los
modos p, f y g para un valor ¢, como: p, (I = ly), f(I = lo), gin|(l = lo)-

Eckart (1960) propuso un método general y matematicamente preciso para cla-
sificar las ondas en un medio estratificado. Este fue aplicado por Scuflaire (1974) y
Osaki (1975) a la definicién del orden radial n para estrellas pulsantes no radiales.
En la aproximacion de Cowling esta definicién tiene la propiedad de ser invariante
bajo modificaciones continuas del modelo de equilibrio o de £. Para modelos simples
o en el limite de modos de 6rdenes altos esta definicion se reduce simplemente a con-
tar el nimero de nodos radiales de la autofuncién, como se describié anteriormente.
Sin embargo, el esquema de Eckart no es aplicable en general cuando se conside-
ran las soluciones de las ecuaciones completas. Se encuentra, por ejemplo, que en
modelos del Sol, cuando se aplica esta clasificacién a los modos p de menor orden
con £ = 1, calculados a partir de las ecuaciones completas, se producen confusiones
entre los modos con n = 1 y n = 2. Para modelos mas evolucionados el problema
se extiende a 6rdenes mayores. Tal es el caso del estudio de Guenther (1991) para
estrellas de 1M, en la rama de las gigantes, o el de Lee (1985) para estrellas 6 Scuti
evolucionadas. Es interesante, no obstante, observar que estas dificultades parecen
restringirse a ¢ = 1, al menos para modelos realistas.

Aunque el problema de la clasificacién de los modos puede parecer algo intras-
cendente, es de fundamental importancia cuando se calculan éstos para un cierto
modelo estelar, ya que una mala determinacion de los érdenes puede llevar a difi-
cultades a la hora de asegurar que se han calculado todos los modos, o de relacionar
unos modos con otros provenientes de un modelo ligeramente diferente. Se pueden
encontrar més detalles en Christensen-Dalsgaard (1991).

Hay algunos casos especiales. Para ¢ = 0 solamente se encuentran modos con
n > 0; esto estd de acuerdo con el hecho, mencionado anteriormente, de que la fuerza
restauradora gravitatoria puede actuar solo en presencia de variaciones horizontales.
También, para £ = 1 el modo con n = 0 es especial porque su frecuencia es cero,
como se explico en la Sec. 3.3.4. En efecto, una onda de este tipo con v # 0 no
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Figura 3.11: Autofunciones de algunos modos p seleccionados en un modelo solar
con a) { =0, n =23, v=3310 uHz; b) £ =20, n = 17, v = 3375 puHz; ¢) ¢ = 60,
n = 10, v = 3234 uHz. Las flechas marcan la localizacion asintética de los puntos de
retorno r; , dados por la ecuacién (3.114). Tomado de Christensen-Dalsgaard (1998).
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tendria sentido fisico, ya que corresponderia a un movimiento global del centro de
masas de la estrella, sin deformacién. De hecho, el modo f con £ = 1 se comporta de
manera muy diferente en la aproximaciéon de Cowling y para el conjunto completo
de ecuaciones. En el primer caso, fruto de la aproximacion, se encuentra un modo
con { =1, n = 0y frecuencia intermedia entre la de los modos p y g. En el segundo,
se obtiene una solucion trivial con v = 0. Dado que la aproximacién de Cowling
consiste en despreciar la perturbacién del potencial gravitatorio, desde un punto
de vista fisico este modo se interpreta como una oscilacién de toda la estrella en
el campo gravitatorio definido por el modelo en equilibrio. La conexion entre este
caso y el de frecuencia cero del problema completo puede estudiarse mediante una
transicién continua entre ambas situaciones. Esto se puede hacer introduciendo un
pardmetro A en el término de la derecha de la ecuacién (3.34), de tal manera que
A = 0 corresponde a la aproximacién de Cowling y A = 1 a las ecuaciones completas
(Christensen-Dalsgaard, 1978). Cuando A varfa de 0 a 1, tiene lugar una transicién
desde el modo f, ¢/ = 1 en la aproximacién de Cowling al de frecuencia cero del caso
completo a través de una serie de “avoided crossings” con los modos g, en los que las
frecuencias se aproximan mucho sin llegar a cortarse. De forma andloga, conforme ¢
decrece de forma continua entre 2 y 1, tiene lugar una transicién semejante para las
soluciones de las ecuaciones completas, entre el modo f con ¢ = 2 y el de frecuencia
cero con ¢ = 1.

La Fig. 3.11 ilustra algunos ejemplos tipicos de autofunciones de modos p. Da-
do que 7p/2¢€, esta relacionada con la contribucién de la componente radial de la
velocidad a la densidad de energia, esta grafica indica que la energia de los modos
P, al menos para ¢ pequeno, esta distribuida por la mayor parte de la estrella. En
particular, los modos radiales penetran hasta el centro. Para grados mayores las
ondas quedan atrapadas en la parte mas externa del modelo. Las flechas de la Fig.
3.11 muestran las localizaciones de los puntos de retorno predichas por la ecuacién
(3.114). Entonces cabe esperar que las frecuencias de los modos p de bajo ¢ den
informacion acerca de la estructura interna de todo el interior estelar. En contraste
con la energia, se observa que el desplazamiento experimenta grandes amplitudes
en las zonas mas externas; esto puede apreciarse a partir de la figura, teniendo en
cuenta que la disminucion de la densidad es aproximadamente de 9 6rdenes de mag-
nitud desde el centro hasta la superficie. Cuando aumenta el grado de los modos,
éstos se encuentran confinados cada vez més hacia la superficie; sin embargo, el
comportamiento en esta zona para una cierta frecuencia varia poco con /.

Por ultimo, la Fig. 3.12 muestra las autofunciones de algunos modos g. Estos
se encuentran confinados el interior del Sol, a gran profundidad, con un maximo
de energia muy cerca del centro. A una frecuencia dada, el nimero de ceros en la
direccion radial aumenta muy rapidamente con ¢. El que los modos se extiendan
esencialmente sobre la misma region de la estrella es consistente con el hecho, men-
cionado en la secién 3.4.4, de que la localizacion de los puntos de retorno dependan
de la frecuencia pero no de £. Se observa también que la amplitud cerca de la su-
perficie es muy pequena comparada con la que existe en el interior. De hecho, la
relacion &, max/&(R) crece muy rapidamente con la frecuencia y con el grado.
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Capitulo 4

Oscilaciones no adiabaticas

Como ya se discutio en el capitulo anterior, las oscilaciones adiabaticas dinami-
camente estables en una estrella esféricamente simétrica sin rotacién ni campos
magnéticos son estrictamente peridédicas. Esto se refleja en el hecho de que las ecua-
ciones (3.59)-(3.61) son reales y constituyen un problema hermitico. Pero en realidad
se esta produciendo constantemente un intercambio de energia con el medio, lo que
se traduce en una ganancia o pérdida de la misma durante cada ciclo de oscilacion.
En términos matematicos esto se corresponde con soluciones complejas de la ecua-
cién de conservacién de la energia (3.21), donde aparece una derivada temporal de
primer orden de 05. Como la dependencia temporal de las autofunciones es de la
forma ¢!, la parte imaginaria queda claramente expuesta en la ecuacién (3.45), y
por tanto la amplitud de la oscilacion crecera si la parte imaginaria de o es negativa,
y viceversa.

Podriamos preguntarnos hasta qué punto es necesario tener en cuenta un trata-
miento no adiabatico de las ecuaciones. Practicamente en todo el interior estelar,
donde el tiempo térmico de relajaciéon (2.3) es mucho mayor que el dindmico, al
sistema no le da tiempo de intercambiar significativamente calor con el medio cir-
cundante durante la pulsacién. En este caso, la aproximacién adiabética es suficien-
temente correcta. Sin embargo, a temperaturas bajas los tiempos empiezan a ser
comparables, y en las capas mas externas la situacion puede llegar incluso a inver-
tirse. Y es en estas zonas donde tienen lugar situaciones fisicas importantes para la
correcta descripcion de una estrella, como las zonas de ionizacion, zonas convecti-
vas o la localizacion de la fotosfera. Es necesario, pues, realizar una descripcién no
adiabdtica de las pulsaciones para poder comprender mejor su naturaleza, ya que,
si bien este tratamiento no modifica sustancialmente las frecuencias respecto a sus
valores adiabaticos, si afecta significativamente a las autofunciones del sistema, y
mas concretamente a sus amplitudes y fases relativas. Posteriormente veremos, al
analizar la fotometria multicolor, que ésto también nos abre un campo completo de
analisis de los datos observacionales.

El estudio no adiabatico de las ecuaciones de pulsacién estelar ha sido abordado
por diversos autores (Dziembowski, 1977; Saio y Cox, 1980; Pesnell, 1990; Town-
send, 2002). Todos estos trabajos fueron realizados considerando la fotosfera como
la capa final de la estrella y utilizando la condicién de contorno externa de las ecua-
ciones para fijar su comportamiento. Por lo tanto, los observables fotométricos que
se deducen de estos modelos estan completamente parametrizados por la eleccién
de las condiciones de contorno que se impongan.
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Recientemente Dupret et al. (2002, 2003) han desarrollado un tratamiento mas
realista de las ecuaciones de pulsacion en la atmosfera estelar, donde fallan varias de
las suposiciones hechas para obtener las ecuaciones interiores y han de ser reempla-
zadas por otras. Este desarrollo ha sido aplicado en varios trabajos recientes (Moya
et al., 2004a,b; Grigahcene et al., 2004; Dupret et al., 2004) mejorando las predic-
ciones de los observables no adiabaticos, y sera el utilizado en este trabajo de Tesis
Doctoral.

En la Sec. 4.1 se presentan las ecuaciones diferenciales que describen las oscilacio-
nes no adiabéticas. En la Sec. 4.2 se hace un estudio de las condiciones de contorno
necesarias para resolver las ecuaciones anteriores, centrandonos en particular en el
caso en el que no se tiene en cuenta la interaccién con la atmésfera, siendo, por tan-
to, la fotosfera la ultima capa involucrada. En la Sec. 4.3 se describe la formulacion
adimensional de las ecuaciones, tal y como son tratadas por el cédigo de pulsacién,
en el caso anterior. La descripcion de la oscilacion en la atmosfera se presenta en la
Sec. 4.4, mientras que el tratamiento numérico de las ecuaciones obtenidas se desa-
rrolla en la 4.5. Por ultimo, se ha abordado el estudio de dos aspectos importantes
de las pulsaciones no adiabaticas, la estabilidad de los modos, presentado en la Sec.
4.6, y los mecanismos de excitacién de los mismos, descritos brevemente en la 4.7.

4.1. Ecuaciones de oscilacion no adiabaticas

En primer lugar analizaremos las ecuaciones de oscilacion sin la aproximacion
adiabética, siguiendo el desarrollo expuesto en Unno et al. (1989). El sistema a
resolver ya fue obtenido en la Sec. 3.2. Ahora lo seguiremos desarrollando hasta
tener un conjunto equivalente a (3.59)-(3.61).

Las ecuaciones de conservacion de la energia y de flujo estdn escritas en el for-
malismo Euleriano. Sin embargo, para resolverlas es conveniente pasarlas al Lagran-
giano. La razon es que si utilizamos las perturbaciones Lagrangianas de la tasa de
generacion de energia nuclear y de la opacidad, no tenemos que tener en cuenta la
dependencia en la composiciéon quimica, ya que ésta se conserva en cada elemento
de masa durante la pulsacién (ndtese que el tiempo dindmico es més corto que el
nuclear o el de difusién de las particulas).

La ecuacién linealizada de conservacion de la energia, escrita en la formulacion
Lagrangiana, toma la forma siguiente:

dés 1

donde F' es el flujo total. El primer y segundo término del miembro de la derecha
representan, respectivamente, la ganancia o pérdida de energia debido al exceso
o defecto en la tasa de generacién de energia nuclear, y la energia intercambiada
mediante flujo radiativo o convectivo (en MLT).

Si nos centramos en el término de la perturbacién del gradiente del flujo, utilizan-
do la ecuacién de conservacién de la masa (3.25) y la relacion entre las perturbaciones
Euleriana y Lagrangiana (3.14), se llega a:

1 1 ,
—5 (;v : F) == VA IF +or(V-F)]. (4.2)
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Si tenemos en cuenta que en el equilibrio (en ausencia de rotacién y de campos
magnéticos) el flujo tiene solamente componente radial:

F = Fre'm

que la componente radial de la perturbacién de la luminosidad total (radial + con-
vectiva en la teorfa de la MILT) se escribe como:

§L, = 4nr? (5F + 2& ) : (4.3)

y que la perturbacion Euleriana del Flujo se puede escribir:

F'=Fle,+F', (4.4)
llegamos a que:
1 AL, 1 & dL,
—0|-V.F =-V-F| +/0l+1 . 4.5
(pv )*aMr PR 72 (45)

Aqui aparecen dos problemas serios: el primero es debido a que tanto el flujo co-
mo la luminosidad poseen una parte convectiva que, como ya se explicé en el capitulo
anterior, no esta completamente resuelta. El segundo aparece cuando ademas nece-
sitamos describir la interaccion conveccidén-pulsacion, volviéndose la resolucion del
problema mas compleja atin. Por ahora vamos a despreciar la perturbacion del flujo
convectivo, aproximacion que se denomina “conveccion congelada”. Existen varias
formas de hacer esto. Expondremos tres casos:

1. Suponer que 6 (V- F ) = 0. Con esto, la ecuacién (4.5) queda:

—5 (%v . F) - —%%f-%VF l+€(€+1)€:Z\Z rza(;&) Z]%Z, (4.6)
donde Lo = 4nr?Fg,.
2. Suponer que:
) (EVFC) = 0.
p
Asi se llega a que:
-5 (%v : F) = —‘?j@f V- Fly 400+ 1)5: dfj (4.7)
donde Lp = 47r?Fpg,.
3. Suponer que 6Lc = F;,; =0. Con esto tenemos:
-5 (%v : F) = —‘?j@f V- Fly 400+ 1)5: L (4.8)
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También existen otras aproximaciones posibles (Pesnell, 1990). En principio no
existen motivos fisicos para preferir unas a otras, aunque recientemente se han publi-
cado estudios preliminares que apuntan a que algunas de ellas violan la conservacion
de la energia en la aproximacion adiabatica o crean efectos artificiales en los modos
(Loffler, 2003). Pero dado que estos estudios no se han desarrollado completamente,
seguiremos la eleccién que se hace en Unno et al. (1989), es decir, utilizaremos la
ecuacion (4.8), aunque los propios autores declaran que no hay ningin motivo es-
pecial para elegir ésta y no otra. Como tultima nota al respecto, diremos que esta
aproximacion puede producir efectos ficticios de excitacion cerca de la base de la zo-
na convectiva interna, pero esta situacion es relevante principalmente para estrellas
v Doradus, por lo que en este trabajo no tendremos en cuenta este punto.

En la aproximacion de difusion, el flujo radiativo esta dado por la ecuacién (2.23),
y su forma linealizada por las ecuaciones (3.44), con las perturbaciones Eulerianas de
las variables fisicas. Transformando éstas a la formulacién Lagrangiana, y usando el
hecho de que las autofunciones son proporcionales a los armdnicos esféricos Y,™ (0, ¢),
tenemos:

: 6 5T d(E) jdnr
5Py = F |~ + 2 - O a\y)jdlnr 4.9
e = | = D) 4 T dmn, (4.9)
y para su parte angular:
Fn  0+1)T
V. Fy i (e+1) (4.10)

dnT/dlnr r T’

donde Fp, es el flujo radiativo en el estado de equilibrio definido en la ecuacién (2.23).
Con todo este desarrollo ya podemos escribir el conjunto de ecuaciones diferen-
ciales lineales no adiabéticas (3.50)-(3.54) mediante el sistema:

0S d [y ,) N2y
gur— = —|—+ Py &, 4.11
' ¢ dr (P g p ( ) (4.1
0 1.d 1 dlnp L\ p e+1)
— = —=— _—— 1l——=|—=- d 4.12
o ¢ ridr (&) + ry dr S ( pc? oz (412)
1 ol 1 ' N?
cp  ridr dr r pe?
, ddLg 0(0+1) FgoT & dL & Ly
TS = ey — (l+1) =
10T05 = den dM, " dWnT/dnr pr T (+1) r dM, r 4wr3p
(4.14)
L & & d (%) /dlnr
— = 4— —((l+1 4— —_— 4.1
Lg K (t+ ) * T dInT/dlnr (4.15)
La relacion entre 07 y .S se obtiene a partir de la relacién termodinamica:
oT op
0S = Cp ( T - vad?) s (416)

y &, esté relacionado con (p'/p+ ®') mediante la ecuacién (3.49). Las perturbaciones
de la opacidad y de la tasa de generacién de energia nuclear se pueden representar
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como funciones de dp y 9.5:

0K oT op op 05
— = Kp—— + Rp— = Rad— + Rs—,
i’ a p P P (4.17)
EN oT P op 0S :
— = &7 + &~ = E€ad— tEs5—,
EN T P p Cp
donde:
( _ (9Onk _ (Olnk
T\ OmT ) o = dlnp ),
Olnk Kp
Rad — (Glnp) = /'iTvad + F—l, (418)
0l
Ks = Cp ( nﬁ; = Kk — UrkKp,
L 0S »
y

( o (81n5N) . (81115]\;)
' 81%7; p’ ’ Olnp T’
. ney _ i
Ead = ( o1np ) €rVaa + Fl, (419)

(8ln€N§
g = 2¢C = &1 — VUr€&y,
\ P aS » P

En la derivacion de estas expresiones se asume que la composicion quimica de
un elemento de masa se conserva durante las oscilaciones.

Asi pues las oscilaciones lineales no adiabaticas quedan descritas mediante el
conjunto de seis ecuaciones diferenciales de primer orden (4.11)-(4.15), donde las
autofunciones &, p/, ®', d®'/dr, §S y 0Lg, y el autovalor o2, son complejos.

4.2. Condiciones de contorno del sistema de ecua-
ciones

Para completar el problema matematico a resolver, necesitamos definir las con-
diciones de contorno del sistema.

1. Condiciones de contorno internas:

Como ya hemos comentado, en la mayor parte de la estrella se verifica que
Tth => Tayn, POr 1o que el comportamiento del sistema es altamente adiabdtico.
Esta relacion alcanza su maximo en el ntucleo, por lo que en el centro de
la estrella podemos adoptar como condiciones de contorno mecéanica y del
potencial las del tratamiento adiabético, (3.64) y (3.65):

a) Condicién mecanica interior:

& — = (3, + @') = 0. (4.20)
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Condicién interior para el potencial:

dd’ (P

Finalmente hemos de imponer una condicién energética, y dado que el
centro estelar es altamente no adiabatico, la més légica seria:

Condicién energética interior:

55 =0. (4.22)

Condiciones de contorno externas:

Este problema no estd muy bien definido, ya que es dificil establecer condi-
ciones fisicas que solucionen el problema cuando no hay un limite claro de la
estrella. Aqui deduciremos unas condiciones muy simples.

a)

Condiciéon mecanica exterior:

Una primera condicion, muy simple, consiste en imponer que la densidad
y la presién tiendan a cero en la superficie de la estrella, con lo que
tendremos, como en la aproximacion adiabatica:

5p =0, r—R (4.23)

Si la presion de radiacion domina en la zona mas externa, la hipdtesis de
que la presion decrece muy rapidamente hacia afuera puede no ser cierta.
En este caso, quizds serfa mejor reemplazar 0p por 0pgss (Shibahashi y
Osaki, 1981). No obstante, nosotros utilizaremos, para el caso en el que
no se tiene en cuenta la interaccion de la pulsacion con la atmosfera, una
expresion algo mas compleja (ver Sec. 4.3.1).

Condicion exterior para el potencial:

Esta no se ve afectada por el tratamiento no adiabatico, por lo que se-
guimos teniendo:

dd"  ((l+1)
+ - 7
dr r

d =0. (4.24)

Condicién energética exterior:

En este caso impondremos que no haya flujo de energia entrante desde el
exterior de la superficie estelar:

Fp=fg] = fo-T", (4.25)

donde J es la intensidad media, o es la constante de Stefan-Boltzmann y
fE es el factor de Eddington, que en la aproximacién de atmosfera gris se
reduce a 27. Si perturbamos la ecuacién anterior de forma lagrangiana,
tenemos: SF
0 _ e | 40T (4.26)
Frp  JE T
Para obtener 0 fr es necesario tener en cuenta las transferencias radiativas
no locales introducidas por las perturbaciones no radiales, pero éste es un
problema bastante complejo (Christensen-Dalsgaard y Frandsen, 1983),

y aqui no lo trataremos.
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4.3. Formulacion adimensional de las ecuaciones
no adiabaticas internas

Al igual que se hizo en la Sec. 3.3.5 con las ecuaciones adiabéticas, es necesario
redefinir las expresiones obtenidas (4.11)-(4.16) y (4.20)-(4.26) de forma que puedan

ser facilmente resolubles en forma numeérica, por lo que procederemos como en el
caso anterior, definiendo las autofunciones adimensionales (Unno et al., 1989):

. 1 [y or? 1
Z/1:€77 yQZE(%—i—@/) :7%, ySZqua
1 do 53 SLn (427)

:grdr7 Cp Ly’

Ya

Con esto las ecuaciones (4.11)-(4.16) quedan:

dy 0(0+1)
95% =V, =3)y + {W — Vol y2 + Vyys + vrys, (4.28)
d
x% = (clw2 — ANy + (A" = U + 1)ys — A*ys + vrys, (4.29)
dys
— =(1-U 4.30
o (1= Uy + s (130)
d
x% = UA y, + UV + [((0 + 1) — UV, y3 — Uya — Uvpys, (4.31)
d 00+ 1
x% =V [Vaa(U — 1) =4(Vaa = V) + 2] 1 + V l (C1w2 )(Vad —-V) - 02} Yo
+ Vngg + VVady4 + VV(4 — Iis)y5 — VVyg, (432)
d Vi—V V. c
x% = {f(ﬁ + 1)dT - €ad03V:| Y1+ {aadcgv — (L +1) ( Vd + Cjﬂ)] Y2
V. 00+ 1 .
+ {€(€+ 1) Vd — €adC3V:| ys + [0355 - (VV ) — zw@} Ys
dln LR
— 4.
dlnr Yo, (4.33)
donde:
dInV,
Cy = (’iad — 4Vad)VV + Vad ( dln’[“d + V) s (434)
4 3
o _ mrieen (435)
Lp
4rrépTe, |GM
— 4.
Cy LR R3 s ( 36)

y c1, Vg, A* y x se definieron en la Sec. 3.3.5.

En el cédigo de pulsacion utilizado en nuestro grupo, se puede resolver este sis-
tema de ecuaciones desde dos enfoques diferentes, teniendo en cuenta la interaccion
de la pulsacion con la atmésfera, caso “con atmodsfera”, y sin tenerla en cuenta, caso
que denominaremos “sin atmdsfera” (Moya et al., 2004b). En cada uno de ellos el
tratamiento numérico de las ecuaciones y de las condiciones de contorno es diferente.
Analicemos en primer lugar el caso sin atmosfera.
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4.3.1. Caso sin atmosfera

Aqui solamente hay un cambio con respecto a las ecuaciones (4.28)-(4.33), que
aparece como consecuencia de que uno de los observables no adiabaticos que se
necesitan para la comparacion con las observaciones esta directamente relacionado
con la variable dp/p, por lo que, para no perder precisiéon numérica, se hara el cambio
de variable:

0 )
;p:V(y2—y3—y1):>yzzv—];+y3+y1- (4.37)
Redefiniendo yo = 0p/Vp queda:
d (041 0+ 1 0+ 1
v = { e —3} v+ { ey —vg} vt Dy g, (438)
X Clw C1w Clw
d (041 (041
- {01w2—+4—U— ( 2)]y1+[A*—U+1+Vg— ( 2) 2
dx clw &1%%
0(l+1)
_ _ 4.39
cle Y3 Y4, ( )
dys
- = (1- 4.4
d
x% = UA" + V) +UVyys + L0+ 1)ys — Uys — Uvrys, (4.41)
dys 0+ 1) )
o= = 1% {(V — Vaa) (4 i + Vaa(U — c1w®) | 11
(041 0+ 1
+V|:( 2>(Vad—V)—02}yg+ ( Q)V(V—Vad)yg
W clw
+VVady4 + VV(4 — /fg)yg) — VVyﬁ, (4.42)
dyﬁ C3 Vad C3
= = +1)(1 a — (0 +1 —
. (¢+1) ( + cluﬂ) i+ {5 acsV — (L +1) ( v CIWQ)} Y2
c 0+ 1 , dln L
—0(0+ 1)015}2 ys + [0385 — (VV ) — zwc4] s~ o TRyﬁ. (4.43)

Con este cambio de variable, las condiciones de contorno (4.20)-(4.26) quedan:

1. Condiciones internas:

a) Condicién mecanica:

(erw® = O)yr — Ly — Lys = 0 (4.44)
b) Condicién del potencial:
¢) Condicién térmica:
ys =0 (4.46)

2. Condiciones externas:
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a) Condicién mecédnica. En este caso, imponiendo que en la superficie se
debe verificar:

" —>UA:)(xO’: D, Vy —;1vg—(>xlz 1) } r—1, (4.47)
y suponiendo que se verifican las desigualdades:
AV, >> WP 0+ 1) w1 (4.48)
se obtiene:
5(54;1)_4_& w_é_l
1+ S y1—ya+s 1+ 7 ys =0,
(4.49)

expresion utilizada por primera vez por Dziembowski (1971) y Osaki y
Hansen (1973).

b) Condicién del potencial:
(+1)ys+ya=0 (4.50)
¢) Condicién térmica:
2y1 + 4Vaay2 +4ys —ys = 0 (4.51)

Este conjunto de ecuaciones diferenciales, junto con las condiciones de contorno,
nos definen completamente el problema sin atmosfera, donde la fotosfera es la ultima
capa del modelo.

4.3.2. Caso con atmosfera

Las autofunciones que nos conviene obtener ahora como solucién vienen dictadas
por las ecuaciones que tendremos que resolver para describir la pulsacién en la
atmoésfera. Como tendremos que imponer continuidad de las autofunciones y las
ecuaciones entre ambos tratamientos, y el de la atmoésfera es el que tiene un mayor
nimero de restricciones, es conveniente adaptar las ecuaciones interiores y obtener
como solucién las mismas autofunciones que se tienen para las atmosféricas (Sec.
4.4). Veamos los cambios de variable necesarios:

1. Cambio de ys:

op
= £ 4.52
Y2 D ( )
2. Cambio de ys:
oT op oS
Ys = 7 = Vaa >t e (4.53)
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Con estos cambios de variable, nos queda el siguiente sistema de ecuaciones:

dy.  [L(L+1) ((0+1) 1 0(0+1)
T l o0 3y + on0? Vi = VaaVour v + "z Y3
+ UryYs, (454)
d 0+ 1 (0+1 (0+1
22—y aw’ —U+4— (t+1) y1 + V—u yQ—V(+)y3
dx ciw? ciw? ciw?
— Vi, (4.55)
dys
—=(1-U 4.56
T ( )Y3 + Ya, (4.56)
d 1
(R ATE; (F— " vTvad) Yo+ U+ Vs — Uys — vgUys, (457)
1
d (0+1 (0+1 (041
225 _yy i D) (Vo — ko) — VD] gD
dx ciw? ciw? ciw?
+ VV({4 — ks)ys — VVys, (4.58)
d c (l+1)c ,
x% =0+ 1) Lljﬁ - 1} Y1+ lc;),(ead —esVaa) + (cluﬂ )Vg + chad} Yo
c (0+1 , dln L
— L+ 1)013;2‘% + {0355 - (VV ) _ WC4] Ys — dlnrRyG’ (4.59)
Las condiciones internas de contorno son:
1. Condicién mecdanica:
14
(crw® — )y, — Vyg —ly3 =0 (4.60)
2. Condicion del potencial:
lys —ys =0 (4.61)
3. Condicién térmica:
—Vaay2 +y5 =0 (4.62)

4.4. Ecuaciones no adiabaticas atmosféricas

En la atmoésfera, algunas de las suposiciones hechas para obtener las ecuaciones
internas no son validas, por lo que tendremos que reemplazarlas por otras. La mayor
diferencia existente entre ésta y el resto de la estrella estd en los bajos valores de
la densidad, el calor especifico y el espesor 6ptico. Esto nos lleva a que 7y, << Tayn,
por lo que se puede suponer que durante la pulsacién el calor se distribuye casi
intantaneamente, y por lo tanto, la atmodsfera se encuentra en equilibrio térmico.
Esta es la primera aproximacion que utilizaremos. Otra modificacion consiste en
que en esta zona el campo de radiacién ya no es isétropo, por lo que la forma tipica
de la presién de radiacién (pr = aT*/3) no es vélida, as{ que habra que modificar
la ecuacién de conservacion del momento.

Antes de describir las nuevas ecuaciones en la atmosfera, hemos de senalar que
vamos a trabajar en ausencia de rotacion, por lo que podemos utilizar la descompo-
sicion en armonicos esféricos para describir la parte angular, quedandonos solamente
con la radial. Para la deduccién de estas ecuaciones seguiremos el trabajo original
desarrollado en Dupret et al. (2002, 2003).
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4.4.1. Equilibrio radiativo

En la atmésfera, el tiempo de relajacion térmico es del orden de 7y, &~ 1s, que es
mucho menor que los periodos de pulsacion. Por lo tanto, supondremos que ésta, du-
rante una oscilaciéon completa, permanece en equilibrio radiativo, esto es: V- F = 0.
Con el objeto de obtener las cantidades termodinamicas, utilizaremos la aproxima-
cion plano-paralela, consistente en suponer que la atmosfera se puede descomponer
en capas planas, paralelas entre si, y perpendiculares a la direccion radial. La validez
de esta aproximacion esta avalada por el hecho de que nos encontramos en la zona
mas externa de la estrella, siendo su anchura despreciable en comparacion con el
radio total. Estas dos aproximaciones llevan a que F' =cte, y por tanto: L =cte.

Bajo estas suposiciones, la atmoésfera queda completamente determinada por la
temperatura efectiva 7., la gravedad ¢ y la composicién quimica, que se puede con-
siderar constante durante la pulsacién. Por lo tanto la temperatura de cada capa,
una vez separada la contribucién angular a través del armoénico esférico correspon-
diente, se puede escribir como funcién de la profundidad 6ptica media de Rosseland,
7, la temperatura efectiva y la gravedad: T = T'(7, T, g). A partir de este momento
trabajaremos con lo que se denomina atmdsfera local, esto es, a un angulo sélido
fijo. Con la suposicion de equilibrio radiativo durante la pulsacion, la dependencia
de la temperatura con 7 es la misma que en equilibrio, asi que, al ser perturbada,
la temperatura en cada capa tiene la forma:

To+ 6T =T(ro+ 67, Tesy + 01%s, 9o + 0ge) (4.63)

donde 07T,y, es la perturbacién de la temperatura efectiva local, dg. es la perturba-
cion de la gravedad efectiva local, es decir, la gravedad corregida por la aceleracion
provocada por la pulsacién, y 67 es la perturbaciéon lagrangiana de la profundidad
optica media de Rosseland. Hay que tener en cuenta que las capas de 7 constante,
en promedio no se mueven con la materia durante la pulsacion, ya que dr = —kpdr
(siendo k la opacidad media de Rosseland). La relacién entre el movimiento material
y el movimiento a profundidad éptica constante, y su influencia en los observables y
en las ecuaciones, pueden encontrarse en (Dupret et al., 2002). Asi, en aproximacién
lineal:

0T  O0InT 5Tef+8lnTége 81nT5_7'

— = . 4.64
T  0OlnT. Ty d9e e - olnt 7 (4.64)
A través de la definicién de 7 tenemos:
aér ok op  O&,
=y ZF 4.65
or K * ) * or’ (4.65)
con lo que llegamos a que:
oer/T)  OlnT 0K N dp n 0¢,
odlnt  9dlnT \ w p or
(= (5_T T T, alnTage)
glfrll’f T 81n Tef Tef 896 Je
PInT 0T, PInT dg.
- ! nt % (4.66)

+(91117'8111Tef Tey * dnrdlng, g.

Esta es la ecuacién que se utliza en lugar de (4.14) y (4.15). Las derivadas
parciales que aparecen en esta expresion se obtienen a través de modelos de atmosfera
en equilibrio como los de Kurucz (1993).
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4.4.2. Conservacion de momento

Como se menciond anteriormente, en la atmosfera estelar el campo de radiacion
ya no es isétropo, por lo que el tensor de radiacion no es diagonal con autovalor
pr = 1/3aT* (Mihalas, 1978). En este caso la presion total se obtiene como suma de
la presion del gas mas la presion de radiacion, calculada a través de la aceleracion
que produce (Kurucz, 1993; Mihalas, 1978).

Entonces, en lugar de (2.11), tenemos para la ecuacién de conservacién del mo-

mento:

ov \Y4
E+v.w:—v¢—%+a3, (4.67)

donde apg es la aceleracion debida a la radiacién. La relacién entre ésta y el flujo F
es: .
ap=-~F, (4.68)
c

donde kF es la opacidad media en frecuencias pesada con el flujo (Mihalas, 1978).

Para obtener la forma definitiva de la ecuacién de conservacién del momento,
supondremos que 0Lp es constante en la atmosfera, que F' es paralelo al vector
gradiente de temperatura VT, y que dkp/kp =~ 0K/K.

La primera de las suposiciones se basa en lo anteriormente expuesto para la
atmosfera, esto es, que en buena aproximacion se encuentra en equilibrio termo-
dinamico. Esto, junto con la aproximacién plano-paralela, nos lleva a que 0 F =cte.
No obstante, las dos tltimas aproximaciones necesitan una verificacién mas exhaus-
tiva que ya ha sido llevada a cabo en Dupret et al. (2002).

La primera suposicién, unida a la ley de Stefan, nos lleva a que, en primer orden:

OF _0F, _ 0T,

4.69
F F, T.s’ ( )
mientras que la tercera de ellas implica, para la componente radial de dag:
0K (5Tef
= —+4—. 4.70
(@) = an (2 + 45 ) (410)

Con esto, perturbando la ecuacion de conservacion del momento como en la Sec.
3.2.1, y después de un poco de algebra, se llega a que:

0’6 = 3(5pg/pg)& + v | 9l¢&) T (5_[) - %) (9 —ar)

+

or p or or Pg
0K 0y O&,
aR(H +4T€f + ar). (4.71)

Con la suposicion de que F' es paralelo a VT, se tiene:

2e _ 1 (py , B oT
g fh = , P +(I) +gfr &RaT/ar , (472)

por lo que la ecuaciéon de continuidad nos quedaria:

dp 10(r%,) ((+1) (ép, 6T
+ 7 -+ d + gfr - GRW .

p rz or o2r?

(4.73)
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Por dltimo, la ecuacién de Poisson quedaria modificada a través de la forma de
dp/p en la atmésfera:

donde:

4.4.3.

o _ L opy  pyrOT

- = , 4.74
P Pgp Dg Pgp T ( )
Olnp,
= (— 4.
Pgr <8lnT)p’ (4.75)
Jdlnp,
= . 4.
Por ( dlnp )T ( 76)

Condiciones de contorno en la atmodsfera

El siguiente paso es definir tanto las condiciones de contorno externas como las

internas.

1. Condiciones externas de contorno:

)

Condiciéon mecénica:
De forma andloga a como obtienen esta condicién otros autores, impon-

dremos que:

9(6py/py)

or

en la superficie. La tinica diferencia con otras condiciones de la literatura
es que aqui se impone esta condicion a p, en lugar de a p, ya que el
formalismo que estamos desarrollando es generalizable a muchos tipos
de estrellas, y no en todos los casos agr es despreciable en la superficie,
pero p, si. Teniendo esto en cuenta, la condicién de contorno se obtiene
anulando el término correspondiente en (4.71), con lo que:

oo 0(g&r) dp  Opy
6r+ or + P Dy (9 = ar)

5k OT.;  0&, B
ar (? + 4T—ef + E) s r=~R (478)

—0 (4.77)

J2€r =

Condicién del potencial:
Como en este formalismo mantendremos la ecuacion de Poisson, y las
variables que tienen en cuenta el potencial y su derivada se mantienen
inalteradas respecto a las ecuaciones en el interior, la condicién de con-
torno para el potencial es la misma que en el caso sin atmdsfera (4.24):
d®’  ((l+1
G Gt P (4.79)
dr r
Condicién térmica:
Esta la obtendremos a partir de (4.66), en el limite 7 — 0:
0T 0T 6T, N OlnT dg. OInT (5/{ op N ¢,

T OlnT,s Tey  Olnge ge + Olnt

) (4.80)

/€+p or

en la ultima capa del modelo.
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Capa de conexién entre ambos tratamientos:

En esta capa hemos de imponer la continuidad de las autofunciones y de las
ecuaciones entre las dos zonas. La mayoria de las ecuaciones son continuas de
forma natural.

Pero también hemos de definir los valores de 07.7/T.s v dge/ge para que el
conjunto de ecuaciones sea continuo.

Si imponemos continuidad del flujo en esta capa, a través de (4.9) y (4.67)
llegamos a que:

ST 0k bp  dST/dr dE _ 6T

_ = 4.81
T « p dT/dr dr Tes’ (481)

mientras que la forma de g. la obtenemos describiendo la variacion de la gra-
vedad en un sistema de referencia que se mueva con la pulsacion, esto es:

0P
0ge = —(0 =6(=—)—-0o? 4.82
ge (6g.)r (87“) o0& (4.82)
lo que nos lleva a que:
dge 109 47t prd ar\ &,
= - 24— = 4.83
ge g Or * ( M, * g ) r (4.83)

Con esto, ademads de definir el valor tanto de 07,¢/7. s como de dg./g., tenemos
asegurada la continuidad de las ecuaciones en la capa de conexién y, en conse-
cuencia, la de las autofunciones. La tnica excepcién es la ecuaciéon diferencial
de dT/T. Sin embargo, con los términos introducidos hasta el orden considera-
do, la continuidad es lo suficientemente suave como para no introducir errores
numéricos significativos por la falta de exactitud de las aproximaciones hechas
para la obtencion de las ecuaciones de interior en la capa de conexion.

El dltimo punto a tratar aqui es donde situar esta capa. Para ello hemos de
tener en cuenta dos restricciones:

a) Hemos de situarla por debajo de la fotosfera y en un lugar donde la
aproximacion de difusion todavia tenga validez para que las ecuaciones
interiores sean aun representativas, aunque no exactas.

b) No se puede situar dentro de ninguna zona convectiva, ya que las ecua-
ciones desarrolladas describen adecuadamente la oscilacion tinicamente
en las capas radiativas.

Con estas dos premisas, tenemos bastante restringidas las posibles localizacio-
nes de esta capa de conexién, ya que las estrellas § Scuti tienen una pequena
zona convectiva cerca de la fotosfera, pero atn seguimos teniendo cierta liber-
tad.
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4.5. Formulacion adimensional de las ecuaciones
atmosféricas no adiabaticas

Pasamos a transformar las ecuaciones diferenciales, las condiciones de contorno
exteriores y las condiciones de continuidad descritas en la seccién anterior, de modo
que puedan ser tratables numéricamente. Para ello se utilizaran las autofunciones
adimensionales (4.27), junto con las redefiniciones (4.52) y (4.53), las variables adi-
mensionales (3.93) y las relaciones termodindmicas (4.17) - (4.19). Las ecuaciones
atmosfericas quedan entonces:

1. Ecuaciones mecanicas:

dy _[£(€+1)_3}y1+[£(€+1) L}y2+£(£+1)

Ys
da: ciw? aw? pgr  pgp w2

Pap caw? VVg

x@:@ [cle—U—i-Q—i- (a—R—l) <£(£+1) —2)] Y1

[y

(4.84)

dx Dy g crw?
r|(a 0+ 1 ARk
() (o )+l
pg g (&1%% pgr gpgp
a 00+ 1) pgr r arr 0T,
N (_R_l) ( Ypgr, _por, . gpenr 0Ty
9 aw? Py Py pg Tey

pgr [ (agr (l+1) ag aR ( pgT)]
PRI (AR 0 (e~ P | (485
Py K g ) aw? VVg g \'" Ppgp bs(4.85)

2. Ecuaciones del potencial:

Reduciendo la ecuacion de segundo orden a dos de primer orden, queda:

dy3
= (1-0U)ys— 4.86
d dl U
Y-y npyl +—y2 + Ll + 1)ys — Uys — U]ﬂys) (4.87)
da: dinr Dap Pap

3. Ecuacién termodinamica y aproximacion 6 Lg =cte:

Con la relacién termodindmica (4.66) y la aproximacion 0L p=cte, tenemos las
dos tltimas ecuaciones:

dy5 _ kprdInT [L(£+1) 9 kprdlnT L(l+1) p,

Vi T 7 8ln7{ aqw? }yl_TﬁlnT [pgp+ cw? @]
kpr OInT ((0+ 1)

7 OlnT ciw?

kpr [0InT per  L(L+1) ar O*InT/dIn7?

T [811&7’ (HT_HPp—gp cw? VVg) a OlnT/0InT ] °

Y3

_Kpr B O*InT/d1n 72 olnT 5Tef OlnT ég,
T OlnT/0Int OlnT., T, Olng. ge
*InT T, PInT dg.
n / L DY (4.88)
8ln761nT€f Oln7t0Ing. g.
dys
dys _ 1.89
h (4.89)
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Las condiciones externas de contorno quedan:

1. Condicién mecéanica:

, d
Esta se traduce en que x% = 0 cuando r — R, con lo que queda:
x

000+ 1
0 = lcle—U+2+(a—R—1)(( +2>—2)}y1
g 1w
000+ 1 000+ 1
() (Crn ) ] (o)t
g aQw Pgr 9Pgp g &51%%
ar £(€+1) aRr aRr pgT
— LA -A L
y4+{<9 ) cw? Vg g \7 e )17

— . (4.90)

2. Condicion del potencial:
(l+1)ys+ys = 0. (4.91)

3. Condicion térmica:

OlnT 6T,y O0InT dog. OInT [L({+1)

+ + -2 U1
OlnTyy T,y  Olnge ge oOlnt | cuw?
OlnT [i+€(€+1> pg} +@lnT€(€+1)

0 =

olnT | pg, aw?  pgr T olnT cw?
OlnT DPyT €(€—|—1> ar
— Ky—— —1 . 4.92
i {8ln7' (KT ﬁppgp i aw? VVg v (4.92)

Y por tltimo, en la capa de conexion imponemos:

6T
4=t

= -2 4.93

T, Ye Y1, ( )
0ge 2

P (U—2-cw’) . (4.94)

Por lo tanto, el conjunto de ecuaciones a resolver para obtener la solucién de
las pulsaciones no adiabaticas, incluyendo la interacciéon con la atmésfera, serian
(4.54)-(4.59) para el interior y (4.84)-(4.89) para la atmdsfera, con las condiciones
de contorno internas (4.60)-(4.62), externas (4.90)-(4.92), y la definicién de 67¢;/T.s
(4.93) y de dg./g. (4.94), para asegurar la continuidad entre ambas descripciones.

4.6. Estabilidad de los modos en las oscilaciones
no adiabaticas

4.6.1. Ecuacién de la energia e integral de trabajo

La estabilidad o inestabilidad de los modos se estudian a través de la cantidad
de energia que la onda intercambia con su medio circundante durante una pulsacion
completa. Para comentar este estudio vamos a partir de la ecuacion de conservacion
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de la energia total, que obtendremos a partir de la ecuaciéon de conservacion del
momento, multiplicada escalarmente por wv:

d (1,
P (Q’U ) =—v-Vp—pv- VO, (4.95)
de la primera ley de la termodinamica:
1
TdS = dU + pd (—) , (4.96)
P

y de la conservacion de la energia térmica:

0
pT(§+v~V)S:p(5N+€V)—V-FR. (4.97)
Con todo esto tenemos:
dv?/2+U
%—FV-(pv—l—F)—l—pv-V@:peN, (4.98)

donde U es la energia interna especifica. Si integramos esta ecuacién en todo el
volumen de la estrella, teniendo en cuenta que:

/ v VOIM, = - = / odM,, (4.99)
; 2dt J,

y denotando la energia total de la estrella como:

E= / (v + <I>+U)dM (4.100)

nos queda:
dE d (M/1 ., 1 M 1
= - = - — O+ U |dM, = — =V .-F|dM, — -dS
dt dt (2" TP ) /0 (‘EN pY ) /rapv
M
— / TdeMr—/ pv - dS. (4.101)
0 dt r=R

Con esto podemos conocer la naturaleza fisica de cualquier cambio en la energia
de un fluido sin perturbar. Pero nosotros estamos interesados en el balance energético
del sistema perturbado, esto es, en lo que se denomina inestabilidad vibracional, por
lo que estudiaremos la variacién de la energia total de un modo a lo largo de un
periodo completo producida por las cantidades perturbadas.

Si definidos la integral de trabajo como el cambio de la energia total sobre un
periodo de oscilacién tenemos:

W= ]{—dt ]{dt/ (eN——V F)dM fdt/MTdeM
= ]{dt/ 5T dM j{dt/MéT (5N—;V-F)dMT, (4.102)
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donde la integral 55 dt indica integracion sobre un periodo de oscilacién, y ademas
hemos supuesto que la integral en la superficie es nula, lo cual es cierto si la presion
es cero en la superficie estelar.

Si W es positivo, el modo es vibracionalmente inestable, y viceversa. Es decir,
el modo gana energia en cada oscilacion, por lo que ésta se puede mantener en
el tiempo, o pierde energia paulatinamente hasta que se estabiliza por completo
y desaparece. Este incremento de energia se produce cuando una parte de la que
transportan los fotones generados por reacciones nucleares se transforma en energia
cinética. La forma en que se produce esto depende de la zona de la estrella en que
nos encontremos.

En el problema de estabilidad lineal, la forma bilineal del teorema de la energia
(4.101) es muy tutil para estudiar las fuerzas restauradoras y los mecanismos de
excitacion de las oscilaciones. Siguiendo a Eckart (1960), se pueden reordenar las
ecuaciones bésicas (3.19), (3.20) y (3.35), teniendo en cuenta que: vr/c, = VaapT/p,
con lo que queda:

9 985S _,0p
= (pew) + V- Fyy = psT—" — & a—’;, (4.103)

donde se define la energia de la onda por unidad de masa:

RS AN AT A AN 65\?
€W—2{’U +(pc2) —|—<N) [(Plp p) V., UTcp . (4.104)

Fy =pv+ pvd'. (4.105)

Reemplazando /0t por d/dt en la ecuacién (4.103) debido a que las diferencias
aparecen solamente en términos de segundo orden, e integrando dicha ecuacién a
todo el volumen de la estrella, tenemos:

dEyw Me 458
= _ ST——=dM, — | Fy -dS, 4.106
dt /0 dt /S v (4.106)
donde:
M 1pl
Fyy — / ew + 20" d,. (4.107)
0 2p

Esta ecuacion establece que el cambio en la energia de la onda en una estrella
estd causada por procesos no adiabaticos en el interior y por el flujo de la onda
hacia afuera, F'y, en la superficie. El primer término en ey, es la enegia cinética
y los restantes representan la energias potenciales correspondientes a las distintas
fuerzas restauradoras.

A partir de la ecuacién (4.106) se puede derivar la integral de trabajo W en una
forma conveniente para el andlisis de la estabilidad lineal:

dEyw M d5S
W = =7 = T—"dM,. — | Fy -
j[dt = ]{dt [/0 ) dtd ; /S W dS]

— fdt [/OM %Ta (gN — %v . F) dM, — /TR(p/ + p® v - ds] (4.108)
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Una cantidad que utilizaremos para representar el grado de estabilidad o inestabili-
dad de un modo es el denominado “growth rate”, que se define como:

d
[,
o dr

aw
dr

n = (4.109)

dr

0

La utilidad de esta cantidad estriba en que la funcién dW/dr es positiva en las
zonas donde el sistema recibe energia, y negativa donde la pierde, por lo que si n > 0,
el modo es inestable, y si n < 0, es estable.

4.6.2. Aproximacién quasiadiabatica

Nosotros no utilizaremos esta aproximacién en este trabajo, sin embargo, nos
serd muy util para estudiar de forma sencilla los dos mecanismos de excitacién de
las oscilaciones estelares mas importantes.

Cuando ¢4 = Tin/Tayn €s muy grande (donde ¢4 se definié en la ecuacién (4.36)
de la Sec. 4.3), la perturbacién de la entropia es, en la mayoria de los casos, tan
pequena que la parte real de la frecuencia angular es esencialmente la misma que su
valor adiabatico. En estos casos, se puede utilizar la aproximacion quasiadabatica,
en la cual se desprecian los términos de orden O(c;?).

De esta forma se pueden reducir las ecuaciones de oscilaciéon no adiabaticas a
formas parecidas a las de las oscilaciones adiabéticas. En primer lugar se expresara la
perturbacion de la entropia como funcién de &, y p’. Para ello se puede obtener una
ecuacién para dLr/Lg hasta orden O(c)), en la aproximacién de Cowling:

oLgp AT 1 dVa é_é(ﬁ—i—l)g’
Lr fd M YT dny r o2rz p
vad d 5]9
O . 4.110
VVdmr( )+ (1) (4.110)
Usando las ecuaciones (3.103) y (3.104) en las formas:
1d,, g L2\ p'
VT (1) 2 — 4111
7“2(17“( ) 02f +( )pc2 ( )
Ldp
L Ly (N =% = 0, (4.112)
pdr  pc
se obtiene:
Ld (o) _ 1 d (ppf &\_p(,_ LV
Vdlnr \ p ~ Vdlnr \pp r) p I'o?) p
ro?\ & 1
= 4—V—U—|—7 ?+O(C4 )- (4.113)
Sustituyendo esta ecuacién en (4.110) se obtiene:
oL P
R D&+ DL 40, (4.114)
Lr p

110



donde:

Vot (dInV, 2
D, [4+V(Had—4vad) ~ (dﬁnrd—4+v+U—%)}r—l (4.115)

P Vad dln Vad Vad Vad é(f + 1)
Dy = —= —4 — -1 . 4.11
? D (Had Vaa VV dlnr N \Y% * \Y o?r? (4.116)

Introduciendo esta ecuacién en (4.14) y multiplicando por (pr/Fg) = 4nr®p/ Ly, nos
queda, de nuevo en aproximaciéon de Cowling:

0S D D
= —z—3€r+ —“i+0( Y, (4.117)
[on wey p
donde:
47T7’3p aNeadV dLR V — Vad rg
Dy = D) +ee+1)Y—2 _p (3——)
° LR<7° +er1+(+>rv ! 2
dD,
_ Dy(N? — o2 411
+dlnr 2 o) ( 8)
y
4tr3p dLr p (0 +1)dmrd3peny (0 +1) Vag
D, = D - = ad | —
4 Lgr ( QdMT ENEad o2r? Lg + gr \Y%
TDl L2 TN2 dD2
———|1——= )+ Dy—— . 4.119
c? ( 02) >y * dlnr ( )

Noétese que en la obtencién de las ecuaciones (4.118) y (4.119) se ha utilizado tanto
la aproximacion de Cowling como la quasiadiabatica.

Sustituyendo la ecuacién (4.117) en (4.11) y (4.12), obtenemos las ecuaciones
para las oscilaciones no radiales y no adiabaticas en aproximacién de Cowling:

1d(’6) (£ L Dsv T) ¢+ [(1 _ i’_j) B z’D‘“’T} P _ 072, (4.120)

r2 dr c? c? weg | p
d / N2 D D
- (Yi) - (_ +i 49%) v (N2 P 39%) £ = O(c;?). (4.121)
r\p g wey P Wey

4.6.3. Integral de trabajo en aproximacion quasiadiabatica

Se puede reescribir la ecuacion (4.108) en aproximacién quasiadiabética, en una
forma mas ttil para el estudio posterior de los mecanismos de excitacion. Para ello
se utilizardan autofunciones y relaciones adiabaticas. Podemos descomponer W en
tres términos:

W =Wy + Wgr+ Wg, (4.122)
donde:

M
5T
Wy = — SendM,, (4.123)
OR Jo T
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x (M&T* [ déLg ((l+1) FpdT
WF = — — -+
orJo T dM, " dInT/dInr pr T
gh dLr gr FR
(0+1) (= — =— )| dM,, 4.124
o+ 1) (7" dM, r pr ( )
r (MeT* [ déLe 1
We = — — — -V .- F dM, 4.125

y o es la parte real de la autofrecuencia. Se ha despreciado la integral de superficie
J ¢ F'w - dS, que representa la pérdida de energia por la onda evanescente que se
propaga hacia el exterior de la zona donde esté atrapada.

En las ecuaciones (4.123)-(4.125) aparece el complejo conjugado de 67" debido a
que se ha integrado sobre el periodo de una oscilacion. En adelante, sin embargo,
consideraremos que los autovalores y las autofunciones adiabaticas son reales, lo que

es cierto en la mayoria de los casos. Entonces, por ejemplo, se puede escribir 6707
como (6T)%.

4.7. Mecanismos de excitacion

Con el objeto de mostrar de forma cualitativa la naturaleza de los mecanismos de
excitacion y amortiguamiento de las oscilaciones no radiales, se analizara la integral
de trabajo en las aproximaciones quasiadiabatica y de Cowling.

En el analisis quasiadiabdtico, la integral W se estima utilizando autofunciones
y autovalores adiabdticos. En esta aproximacion, la ecuacion (4.123) se reduce a:

R 2 R 2
Wy = g/o gNéa; (6%) 47?7“2pd7“ = g/o EN (eT—l— P;ﬁ 1) (%F) 47Tr2pdr.
(4.126)
Esta ecuacién muestra que la dependencia de la tasa de generacion de energia nuclear
con la densidad y la temperatura (ambas son positivas) siempre tiene un efecto
desestabilizador. Esta excitacion se denomina “mecanismo €”.

Se puede modificar la expresion de Wr de forma que todos los términos sean
proporcionales a (67/T)? o a [d(6T/T)/dr]?, quedando de la forma:

o 1 0T\ ? 1 (B ST\? d
Ve =3 IO‘ILR (?) T3 / dT(T) ar (o Ln)

R V-V caw-U d (6T\]® 0(t+1) (6T
o f g (- e (7)) - ()

\%
R T 1 dL, Lg
00+ 1) —— - - =
e+ (T) |:C¥0V (clw2 dr 7")

2 2 _
clw UdLr 1d (aw’Lg dL,/dInr ’ (4.127)
cw?agV dr 2d ciwiagV
donde:
0+ 1
ap = 4-U— ( +2 ) + cw?, (4.128)
(651

1 K L, qw?—-U
= 4-— — — L 1-— 4.129
o Vad T Fg —1 + ( F102> ( Ckovad ) ’ ( )
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y L, y Lg son, respectivamente, la luminosidad total y la radiativa en r. Los dos
primeros términos de la derecha describen el “mecanismo k”. En la zona externa
de la envoltura en equilibrio radiativo, Lg es constante y el mecanismo x trabaja
excitando la oscilacién si:

d Kp
— e . 4.1
I (RT+F3_1)>O ( 30)

Si una region de la envoltura estelar satisface esta condicién, el flujo radiativo
que proviene del interior estelar queda bloqueado como consecuencia de la depen-
dencia de la opacidad con la temperatura y la densidad. Esta energia se transforma
en energia de oscilacién. El valor de k7 aumenta en la parte interna de la zona de
ionizacion y disminuye en la externa. Por tanto, las zonas de excitacion y de amorti-
guamiento debidas al mecanismo x estan localizadas en las partes interna y externa
de las zonas de ionizacion, repectivamente. En estas capas el exponente adiabati-
co (I's — 1) es minimo. Esta variacién espacial de (I's — 1) aumenta el efecto del
mecanismo k, y se denomina “mecanismo y”.
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Capitulo 5

Oscilaciones adiabaticas con
rotacion

La rotaciéon modifica las condiciones de propagacion de las ondas, y por tanto,
altera las frecuencias propias de la estrella. La fuerza centrifuga, combinada con un
efecto puramente geométrico, provoca la aparicion de multipletes, compuestos por
modos progrados, teserales y retrégrados, lo que conlleva la aparicion de nuevas fre-
cuencias en el espectro de oscilacion observado. Si la velocidad de rotacion angular,
(2, no tiene dependencia con la latitud, y es lo suficientemente pequena, su estructu-
ra es simétrica. Este fendémeno es comparable a los multipletes atomicos explicados
por el efecto Zeeman. Para una rotacion mas rapida, los efectos cuadraticos en €2 son
importantes y provocan una ruptura de la simetria. Esta modificacién de la forma
del espectro de oscilacion puede ser crucial para una identificacién correcta de los
modos (Dziembowski y Goode, 1992). Ademas, la posicién de la frecuencia del modo
teseral no coincide con la de los modelos sin rotacion. Esto se debe a la variaciéon
producida en la estructura de la estrella a causa de la aceleracién centrifuga, pasando
de tener forma de esfera a otra de esferoide de revolucién. Para velocidades de rota-
ci6én entre los 80 y los 150 km/s, el método perturbativo (hasta segundo orden) que
se usa en este trabajo es aun valido. En particular, se tiene en cuenta el desplaza-
miento global de los multipletes debido al efecto medio de la fuerza centrifuga sobre
la estructura, que se traduce en una expansion del radio medio de la estrella. Asi-
mismo, el cambio de forma de ésta provoca una asimetria entre los modos de orden
azimutal no nulo (m # 0). Por otra parte, una tltima consecuencia importante es
la aparicion del fenémeno conocido como degeneracion accidental rotacional: ciertos
modos con frecuencias préximas entre si no pueden describirse individualmente con
un sélo armonico esférico. Por ello, bajo ciertas condiciones (reglas de seleccion so-
bre el grado ¢ y el orden azimutal m), dos modos con frecuencias proximas se verén
“acoplados”, y éstas sufriran un desplazamiento con respecto a su valor cuando no
existe degeneracion.

En la literatura podemos encontrar diferentes trabajos que tratan estas correc-
ciones de segundo orden bajo distintas aproximaciones. Por una parte, Saio (1981)
incluy6 en la determinacion de las frecuencias de los multipletes dichas correcciones
para el caso de una rotacién de un cuerpo rigido, modelado como un politropo. Por
otra parte, Gough y Thompson (1990) incluyeron el campo magnético y el despla-
zamiento global de las frecuencias, despreciando la dependencia latitudinal de la
rotacién. Sin embargo, dicho tratamiento sélo es valido para el caso de una velo-
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cidad de rotacién lenta. Mas recientes son los trabajos de Dziembowski y Goode
(1992) v Soufi et al. (1998), que proponen formalismos para estudiar objetos con
rotacién mas rapida. El primero acomete el estudio de los modos propios del Sol en
presencia de degeneracién accidental por rotacién (a primer orden). En el segundo
trabajo se desarrolla un formalismo completo hasta tercer orden. Sin embargo, éste
posee la desventaja de que las correcciones a los distintos 6rdenes no se encuentran
separadas, lo que hace dificil su estudio. A este respecto, Sudrez (2002) y Suérez
et al. (2006) proponen un formalismo completo hasta segundo orden (teniendo en
cuenta los efectos de la degeneracién accidental por rotaciéon también hasta segundo
orden), incluyendo un perfil de rotacién diferencial radial. En Sudrez et al. (2006) se
lleva a cabo ademas un estudio tedrico del efecto de la rotacién diferencial sobre las
oscilaciones adiabaticas para estrellas de masa intermedia y con rotacion moderada,
y se concluye que dichos efectos pueden ser del orden de varios pHz, por lo que se
espera que sean detectados mediante obsevaciones espaciales, como las de la misién
COROT.

En este capitulo presentaremos brevemente la teoria de las oscilaciones adiabati-
cas cuando se usa la aproximacion de pseudorotacién. Expondremos el desarrollo
perturbativo hasta segundo orden, analizando la forma de las correcciones a las
frecuencias y las autofunciones. Presentaremos los tltimos resultados conocidos, ba-
sados en estudios numéricos, sobre la influencia de la rotacién sobre las oscilaciones
adiabaticas, centrandonos en las diferencias encontradas entre los casos de rotacién
uniforme y diferencial. Posteriormente desarrollaremos el formalismo de la degene-
racién accidental, también hasta segundo orden, exponiendo asimismo los resultados
mas recientes obtenidos hasta la fecha a partir de estudios tedricos. Terminaremos
presentando unos nuevos coeficientes que seran de gran utilidad en este trabajo,
denominados coeficientes de contaminacion, y que utilizaremos en los capitulos pos-
teriores.

A lo largo de todo el capitulo seguiremos fundamentalmente los desarrollos pre-
sentados en Soufi et al. (1998), Sudrez (2002) y Sudrez et al. (2006).

5.1. Ecuaciones de oscilacién en presencia de ro-
tacién
En el caso de que se hallen presentes las fuerzas centrifuga y de Coriolis, la

autofrecuencia, o, y las autofunciones asociadas, &, deben satisfacer la siguiente
ecuaciéon (Dziembowski y Goode, 1992):

(£0 — p&Q) £+ 2000KE + p (6 . VQz) rsinfe, = 0, (5.1)

donde 6 = 0 +mQ y K =ie,x (Soufi et al., 1998); el operador L, se define como:
Lo=Vp +p (VO — Qrsinbe,) + pV e, (5.2)

siendo p, p, @, ... las magnitudes en equilibrio, y p’, p/, ®’, ... las perturbaciones

Eulerianas en presencia de rotacién, dadas, en términos de &, por (Soufi et al.,
1998):

po= =V-(p), (5.3)
p = —pIhV-£—€-Vp, (5.4)
V2 = 4nGp/, (5.5)
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donde I'; es el exponente adiabatico. & representa el desplazamiento del fluido La-
grangiano, el cual se supone de la forma:

& x expli(at + my)], (5.6)

de modo que m < 0 representa los modos progrados.

El tratamiento de Dziembowski y Goode (1992) consiste en obtener las frecuen-
cias de oscilacién mediante un método perturbativo que tiene en cuenta los efectos de
la rotacién hasta segundo orden. Para ello, las magnitudes oscilantes y de equilibrio
se desarrollan en serie con respecto a las variables:

Q
= e oD
Q

donde oy es la frecuencia de oscilacion en ausencia de rotacién, mientras que Ry M
representan el radio estelar y la masa del modelo, respectivamente.

El cociente i puede interpretarse como una medida del efecto de la fuerza de
Coriolis sobre las frecuencias, mientras que ¢ mide el cociente entre la aceleracion
centrifuga y la gravedad en el ecuador. El método perturbativo requiere que la rota-
cion sea suficientemente lenta comparada con el periodo de oscilacion, esto es: y < 1.
Nétese que p/e = 1/wg, donde wy = oo RY?/(GM)"? es la frecuencia adimensional
de oscilacién en ausencia de rotaciéon. Se puede comprobar que el efecto de la fuerza
de Coriolis decrece conforme aumenta la frecuencia, y en consecuencia, conforme
aumenta el orden, n, del modo, manteniendo ¢ constante. Para las frecuencias de
interés en estrellas § Scuti, wg ~ 3 — 10, lo que implica que p/e ~ 1 para 6rdenes
radiales bajos, y u/e < 1 para érdenes altos.

La frecuencia o se obtendrd como la frecuencia sin rotacién o (orden cero),
corregida con los efectos rotacionales:

o =0y + do. (5.9)

5.1.1. Estructura de equilibrio de los modelos rotantes

Usando las expresiones para la fuerza centrifuga (2.97) y (2.98), podemos escribir
la ecuacién de equilibrio hidrostético (2.95) como:

op 0P

5 = P + pA,(r)(1 — Py(cos b)), (5.10)
dp 0P L oy dPs
= —pe —par 0 = (5.11)

donde A, (r) es la componente radial de la aceleracién centrifuga, definida en la Ec.
(2.98).

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto desarrollando las magnitudes en
equilibrio en términos de los polinomios de Legendre:

p(r,0) = p(r) + €py = p(r) + pay Py(cos §), (5.12)
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e igual para p y ®. En esta ecuacién, p, py ® representan las componentes esférica-
mente simétricas de la presion, densidad y potencial gravitatorio, respectivamente,
las cuales incluyen la perturbacion esféricamente simétrica inducida por la rotacion.

La presion p se puede obtener a partir de la parte independiente de 6 de la
ecuacién (5.10):

dp
= = — /e, 5.13
= pyg (5.13)
donde:
ge =G — Au(r) (5.14)
y .
d® GM,
P = — .]_

siendo M, la masa contenida en una esfera de radio r.

La ecuacién (5.13) es la ecuacién de equilibrio hidrostatico de una estrella esféri-
camente simétrica, y por tanto es similar a la de una estrella no rotante. En una
primera aproximacién, las otras ecuaciones de estructura interna no se modifican,
por lo que el cédigo de evolucién usual ha de modificarse tinicamente de acuerdo a
(5.13), razén por la cual a esta aproximacion se le denomina pseudorotacion.

5.1.2. Distorsion no esféricamente simétrica

Sustituyendo los desarrollos dados por (5.12) en (5.10) y (5.11), se obtienen las
correspondientes ecuaciones para pao(r), paa(r) y ®a(r), hasta segundo orden en €%

P22 = —ﬁz”QQQUz, (5.16)
ey /37“;22 (ﬁifuﬁ@), (5.17)
donde:
wo= (), (5.18)
by = %T%, (5.19)

siendo: 1, = n(n + 2). Recordemos que 1 y € vienen dadas por:

Q(r)=Q[1+n(r)]. (5.20)

La perturbacion del potencial gravitatorio, ®49, se obtiene integrando la ecuacién
de Poisson perturbada:

r2 dr dr

1d (T2d¢>22(7“)) B %@22(T) = 471G pas (1), (5.21)

con las condiciones de contorno apropiadas:

Doy x 12, T —0 (5.22

Pyy x 13, r — R. 5.23
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5.1.3. Formalismo perturbativo hasta segundo orden

Al igual que se hizo con las cantidades en equilibrio en la ecuacién (5.12), pode-
mos desarrollar el sistema (5.1)-(5.3) hasta segundo orden en e:

po= 7+ (5.24)
po= P+, (5.25)
= 4 P, (5.26)

donde:
p = —-I'pV-£-§€-Vp, (5.27)
p’g = —(F1P)2V & — & Vpo, (5‘28

y

pr==V-08), py==V-(pf), (5.29)
V2 = 4AnGp, V3¢, = 4nGpl. (5.30)

La ecuacién de oscilacién (5.1) entonces pasa a ser:

(Lo — p6?) &+ 2p6QKE + (Lo — ps6°) € =0, (5.31)
donde:
2
Lo = Vp'+ /) (VCID — 57’92&) + pV, (5.32)
/ /
L6 = Vp, — % (%Vp - Vp2) — %Vp + pa VO’
+ pVd, + pe,rsinVQ* - €. (5.33)

En todas las expresiones anteriores se ha considerado que las magnitudes en equili-
brio estan referidas a un modelo pseudorotante. En particular, el gradiente Vp debe
satisfacer la ecuacién (5.13). Como no existe ambigiiedad, se han omitido las tildes
de estas cantidades.

Ahora deben anadirse las condiciones de contorno. Dado que la rotaciéon no
las modifica, se pueden seguir utilizando las de la Sec. 3.3.2. El sistema completo
(ecuaciones y condiciones de contorno) constituye un problema de autovalores, como
veremos en la Sec. 5.1.4.

La perturbacion en el desplazamiento se introduce mediante el desarrollo hasta
primer orden:

£§=¢&§ +¢&, (5.34)

donde &, corresponde a la autofuncién no perturbada, definida como:
50 =T [y(n}/gmer + ZoVHnm] s (535)
y &, es la correccién a primer orden:

2mS) N
& = rpY e + VY + 1 (r)e, X VY + 7o (r)e, x VY™ ] .

7 (5.36)
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Las autofunciones radiales toroidales 7,1 y 71 vienen dadas por:

l

T, = — — 0z ,
041 (ﬁ—i— 1)(901 0)W+1
. 1
Ti—1 = 7 (o1 — (L + 1)20) e,
y:
2 —m2
=N aE 1
El gradiente horizontal Vy se define como:
0 1 0
Vy=—eg+

00 sin 6 8_¢e¢’

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

y las funciones yo1, 20, y1 vV 21 se definen en la siguiente seccién. La autofuncién
asociada con cada modo se etiqueta mediante los subindices n, £, m, que representan

respectivamente el orden radial, el grado y el orden azimutal.

5.1.4. Frecuencias de oscilacion de un modelo pseudorotante

A continuacién vamos a derivar las ecuaciones de oscilacién de un modelo pseu-
dorotante. Para ello seguiremos el desarrollo de Unno et al. (1989). Definiendo las
cantidades adimensionales (Soufi et al., 1998):

Yo1

Yo2

Yo3

Yo

&

.

L
Ger p)’
q)/

ger’
1dd

;dr’

se llega al siguiente conjunto de ecuaciones linealizadas:

dx
dx
dx
dx 1—w,

= (OTW(Q) -

A
= A —3yo1 + 5—5Y02,

Crw§

Ay + (A" + 1 = Uy )yo2 — A" yos,
= (1 =Uy)yos + you,

U
= [A*yo1 + V5 (Y02 — yos)] + Avos — Uy Yo,
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donde x = r/R. En las expresiones anteriores se han utilizado las cantidades:

*_ldlnp_dlnp V__dlnp V—Z
_dl“ld]l\?[r dlnr’ ~ dnr’ 7Ty
n
= " AN=0l+1 =
U dlnr y ( + )a UX U+X’
A, dQ?/Q? r\3 M C (5.49)
X—E(U—3+ r )7 C_<E> Ma Cr_l_wra
O'2R3 Ar
wgzch, wT:?, A=V (yor — Yo2 + Yo3) -

A, es la componente radial de la aceleracion centrifuga (2.98); M y M, son la masa
estelar y la masa encerrada en una esfera de radio r, respectivamente. Este sistema
se resuelve junto con las condiciones de contorno siguientes:

=0
T (¢ =0) (5.50)
3Yo1 + yoa =0
£ _ 0
yor o 2 = (€ 0) (5.51)
Yoa — Lyos =0
(5.52)
en el centro de la estrella, y:
yor = 1 (normalizacion) (5.53)
Yoa + (£ + 1)yos =0 (5.54)
A 44 Cwj A (+1
1 — — 1 — =0(5.95
Yot ( + VoW v ) Yo2 + Yo3 ( + Ve v ) (5.55)

en la superficie estelar.
Los autovalores resultantes corresponden a las frecuencias de oscilacién del mo-
delo pseudorotante, con las autofunciones asociadas.

Autofunciones perturbadas a primer orden

Considerando las variables adimensionales equivalentes a (5.41)-(5.44), con las
cantidades perturbadas a primer orden (&, ®},p}), v las soluciones a orden cero
obtenidas de (5.45)-(5.48), las autofunciones perturbadas a primer orden pueden
calcularse a partir del siguiente sistema:

d A

P VR Y2+ (Yor + 20) (1 +1m0) — (10 + Cr — Jo) Az, (5.56)
dl‘ OTWO
d

x% = (Crwg — A*) A +1-U)ys — A%y + (CL — Jo + 10)Yor

—(1 +10)2o, (5.57)

dys

v = (1= Uy) y3 + ya, (5.58)
dy4 U *

xﬂ = 1w [A Y1 + ‘/;;yQ - V;;y:a] + Ay3 - UX?J4, (5~59)
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donde Ay = V,(y1 — y2 +¥y3), ¥

Yo2
===, 5.60
=0 Cuw (5.60)
La componente horizontal de &; puede escribirse como:
Y2 1+ 1410
===+ — —Cp+ J, 5.61
21 Cw(g)+ A y01+( A L+ 0)207 (5.61)
donde se definen:
L[ 2 4
C, = A [2y0120 + Zo} por-dr, (562)
0Jo
1 (R
Jy = i no(7) [ygl + Az) — 2yo120 — zg] pordr, (5.63)
0Jo
siendo I el momento de inercia, dado por:
R
I, = / [yg1 + A=) pordr. (5.64)
0

5.2. Correcciones a las frecuencias

Despreciando los efectos de la interaccion resonante debida a la degeneracion
accidental (ver Sec. 5.4), la frecuencia de un multiplete de grado ¢ y orden radial n
se puede escribir como:

Om = 00+ O1m + Oom, (5.65)

donde se han omitido los indices n, £.

La contribucion de orden cero, og, representa la frecuencia del modo cuando se
ignoran todos los efectos de la rotacion excepto el promedio horizontal de la fuerza
centrifuga del modelo de equilibrio (a ésta la denominaremos en adelante como
‘frecuencia no perturbada’). Los otros dos términos, oy, ¥ 02, representan las
correcciones a primer y segundo orden, respectivamente, y vienen dados por:

O1m = TTLQ(OL —1-— J()), (566)
QQ

O2.m = 0-_ [-DO +m2D1] . (567)
0

Los coeficientes de segundo orden Dy y D; tienen en cuenta la no esfericidad debida
a la fuerza centrifuga. La simetria del desdoblamiento de los multipletes se rompe

debido a la dependencia en m?. Estos coeficientes pueden ser reescritos en la notacién
de Saio (1981):

DO = X1+X2, (568)
DI = Y, +Ys (5.69)

Comparando la ecuacién (5.67) con la formulacién de Dziembowski y Goode (1992),
se obtienen las siguientes relaciones:

Q 2 0.2
o (a_) (X; +m*Y)) =03 +ob + L
0

+of (5.70)
20’0
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para X; e Yy, y:
Q 2
(o)) (0'_> (XQ + m2}/2) = O'é) (571)
0

para Xy e Ys. Los términos ol , o1, o’ v o representan las diferentes contribuciones

a las frecuencias a segundo orden. Estas incluyen los efectos de la parte simétrica
de la fuerza centrifuga; o2 y ol representan las componentes poloidal y toroidal,
respectivamente; o introduce la distorsién provocada por la fuerza centrifuga; o
retine todos los términos que surgen de los efectos de inercia de segundo orden. A

continuacién mostramos las expresiones de estas correcciones:

oF = (L~ o)), (572
0

oy = %%/ [—m2§22|£0|2 + 2imQ%E; - (e, x &) (5.73)

+ (& - es)(&y - V)rsinb] pd’e, (5.74)

o = —(&IKIE), (5.75)

oy = —{&IKIED), (5.76)

donde:

K =mf—iQe, x. (5.77)

Pasamos también a detallar las expresiones analiticas de X; e Y;. Para ello, es
conveniente separarlas de la siguiente manera:

X, = X{+X{, (5.78)

Vio= YW +Y Y4y (5.79)

Estos dos términos incluyen, de una parte, la componente toroidal de la perturbacion

a primer orden, y por otro lado, un efecto de inercia. Las diferentes componentes de
X, vienen dadas por las siguientes expresiones:

1 R
X{ = ——r 2(A—1)y2, — A 4 :
1 (8A — 6)1, /0 by [ ( ) Yo yoﬂo} por-dr, (5.80)
2 (B (C+1)(L+2)
X - = 1 2 2T )T A
1 To Jo (1+m0) {(ym 20) L1721
e —1)
2 4
+ (yo1 + (£ + 1)2) 171 } por-dr. (5.81)
Las componentes de Y] se expresan de la siguiente manera:
I 1 I 2 2 4
Y] = Cp—=— —/ e [yo1 + (A — 2)z5 — 4yo120] pordr, (5.82)
2 21y J,
2 [F (+2 1
yr = =2 1 2 YR
1 To Js (1+m0) [(?Jm lzp) (FIA(l+ 121
=1 1 4
+ (yOI + (f + 1>ZO) TM Po’l” d?”, (583)
P 2 i 4
Yi = A (1 +m0) [20v1 + 2101 — Youy1 — (A — 1)z120) por°dr,  (5.84)
0Jo
1
YY) = §(CL —Jo—1)2 (5.85)
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Mas atin, X5 e Y5 contienen los efectos de la deformaciéon de la estrella debida a la
componente no esférica de la aceleracién centrifuga, y vienen dados por:

A
Xy = ——— )
2 4A — 3\-7C7 (5 86)
-3
Yo = ——— .
2 4A — 3\707 (5 87)
donde:
1 R 2 2 2 dus 2
jc = f CWO (2y01 + 320) TW + (4 — U)UQ + QZOAUQ + 20Yo01 (\Ill + GUQ>
0Jo
+yo1 (A = yor (A" + Vy)) Uuz — yoryos (V1 + 2Auy)
du
—Yo1Yo4 (37“d—: + uy(10 — 3U)) — 22pYoaAug
- [ygl((]wg + 3 — U) + ZSOWS(A — 3) + 3z0y01 - 2y01y04 - 220y03(A — 3)] bg
db
—yglrd—;} pordr, (5.88)

y Usg, by v mo se definieron en la Sec. 5.1.2.

5.3. Efectos de la rotacion diferencial sobre las
frecuencias

Mostramos a continuacion los resultados mas recientes que se han obtenido en
el estudio tedrico de las oscilaciones adiabaticas con rotacion para estrellas de masa
intermedia y rotacion moderada. En concreto, vamos a sintetizar los principales
efectos de ésta sobre las oscilaciones adiabaticas corregidas del efecto de la rotacion
hasta segundo orden, descritos en el trabajo de Sudrez et al. (2006). En él, los
autores utilizan modelos en pseudorotacién (descritos en la Sec. 5.1.1), suponiendo
dos hipétesis sobre el tipo de rotacién: diferencial (conservacién local del momento
angular) y uniforme (conservacién global, transferencia instantdnea de momento).
Estas dos hipdtesis fueron descritas en la Sec. 2.5. Por conveniencia, emplearemos
la siguiente notacién: of y o representan las frecuencias a orden cero, of y 0¥,
las correcciones a primer orden, y of v o, las correcciones a segundo orden. L
representa rotacion diferencial (Conservacién Local), y G la uniforme (Conservacin
Global). Las diferencias en frecuencia para un modo dado se denotan como: Ag; =
UJL — O']G, donde 5 = 0, 1, 2 representa las correcciones a orden cero, uno y dos,
respectivamente.

Se encuentra que el comportamiento de las correcciones a las frecuencias es si-
milar para valores de ¢ pequenos (¢ < 3). Por tanto, nos centramos tinicamente en

los modos con ¢ = 1. Los resultados se muestran en la figura 5.1.

Correcciones a orden cero

Los calculos a este orden incluyen los efectos de la perturbacién esféricamente
simétrica de la densidad, la presion y el potencial gravitatorio. Estas perturbacio-
nes estan inducidas por la componente esféricamente simétrica de la aceleracion
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1

Av=(w"~w®)/ 21 (uHz)
S)
R B L IR

77N ]
=177 1
A e .
m:+7 .............................. E
_2 {
-3 {
\ C ol ]

0 5 10 15

Figura 5.1: Diferencias entre las frecuencias de oscilacién v = ¢/2m obtenidas en
los casos de rotacién uniforme y diferencial, en funciéon del orden radial, n. Téngase
en cuenta que, en la grafica, w denota la frecuencia adimensional, que en el texto
hemos representado mediante o. Se muestran unicamente las diferencias para los
modos con ¢ = 1. Tomado de Sudrez et al. (2006).

centrifuga (Soufi et al., 1998). Las autofunciones ain estdn degeneradas en el orden
azimutal m. Los estudios realizados indican que el efecto de la rotacion diferencial
sobre las frecuencias a orden cero, son pequenas, aumentando significativamente con
el orden radial n. Ademds, para modos p de 6rdenes altos (n > 12), las diferencias
Aoy son mayores que las correspondientes a primer y segundo orden, Aoy y Aoy,
siendo por tanto las mas sensibles al tratamiento de la rotacion.

Correcciones a primer orden

En este caso se obtiene que los modos mixtos se ven mas afectados por la rota-
cion diferencial que los de tipo p, alcanzando las diferencias de frecuencias para los
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primeros unos valores de hasta 3uHz. Para 6rdenes radiales altos, estas diferencias,
Aoy, aunque menores que para los modos mixtos, son significativas, y permanecen
estables en torno a 1pHz. Esto se debe, por un lado, a los efectos del perfil de la
velocidad de rotacion €(r) sobre las autofunciones y¢; y 2o, y por otro, a la contri-
bucién de ng sobre Jy, que se anula en el caso de rotacién uniforme. Para modos p
de ordenes altos no se encuentran diferencias acusadas en las autofrecuencias de los
casos uniforme y diferencial. La principal contribucién a las diferencias Aoy, = 1uHz
proviene del incremento en la velocidad de rotacion hacia el centro. Los valores nega-
tivos de Jy explican que los valores absolutos de o, obtenidos en el caso de rotacion
diferencial sean menores que los encontrados con rotacién uniforme.

Correcciones a segundo orden

Las correcciones a segundo orden de las frecuencias son menores que las co-
rrespondientes a primer orden, excepto para frecuencias altas. Para érdenes bajos
(n < 5), Aoy es comparable a Aoy. Ademds, para £ = 1 se encuentran distintos
comportamientos segiin sea m = +1 o m = 0, de manera que los valores para m # 0
no son simétricos con respecto a los de m = 0. La asimetria de los modos con un
valor de ¢ dado viene dada por:

6m? Q2
4N — 3 o0y

Para modos p de 6rdenes altos, 7. viene dada, en buena aproximacion, por:

— ., (5.89)

O9m + 02— — 2090 = —

jc ~ w(Q) < 82 >, (590)

donde < 8 > es un promedio de las perturbaciones de la estructura:

d
<S> = <<T% + duy — bg)> , (591)

[ priyg, - dr

(5.92)
fo prt 901

de donde se obtiene:
2 02

ool =1m=0)~ s

09 < Sy >, (593)
lo que explica el incremento de o5 con n, a través de la dependencia con oy.

En la regién de los modos mixtos, las correcciones a primer y segundo orden
contribuyen simultdneamente, de forma complicada. Mds especificamente, XI e Y{"
son los términos que mas influyen sobre los efectos de la distorsiéon rotacional, lo
que lleva a que |0%| > |0§]. En general, Aoy < Ao en todo el rango considerado.
Por tanto, los efectos de la rotacién diferencial a segundo orden son mayores para
los modos p que para los mixtos.

5.4. Degeneracion accidental

Cuando hay dos o méas modos con el mismo orden azimutal, una diferencia de 0
6 2 en ¢ (reglas de seleccién), y una diferencia en frecuencias menor o del orden de
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v, la rotacién los “acopla”, modificando sus frecuencias. Desde el punto de vista
del analisis de los multipletes observados, este efecto puede favorecer o contrarrestar
la asimetria de los mismos, lo que conlleva una dificultad anadida.

El tratamiento perturbativo presentado en la secciones anteriores se basa en la
hipdtesis de que la funcién propia de oscilacién no perturbada de cada modo corres-
ponde a un solo armonico esférico aislado. Sin embargo, esto no es valido cuando
las frecuencias estan degeneradas debido a la rotacién. Asi pues, el formalismo per-
turbativo ha de ser modificado con el objetivo de incluir este efecto. Para ello nos
basamos en los desarrollos de Soufi et al. (1998) y Sudrez et al. (2006), adoptando
la notacién de éste ultimo.

5.4.1. Ecuaciones de oscilacién en presencia de degeneracion

Por simplicidad, presentamos el desarrollo del formalismo tnicamente para el
caso de dos modos acoplados, ya que el tratamiento para tres o mas modos es
completamente analogo y no aporta informaciéon adicional alguna. Consideremos,
pues, dos modos a y b préximos en frecuencia, donde los indices a y b representan
las ternas (n,?,m), y (n, £, m),, respectivamente.

Para el desarrollo posterior sera conveniente definir:

Gy = 7007“;_00’b, (5.94)

(50’0 = 00,a — 00,b- (595)

Para los modos degenerados (también denominados acoplados), las autofrecuencias
y autofunciones se suponen de la forma:

g = 5'0+5'1 +6’2, (596)
£ = Z (o + &1,5); (5.97)
j=a,b

donde o1 y G2 representan las correcciones a primer y segundo orden, respectiva-
mente, de las autofrecuencias en presencia de degeneracion, y &y ; y &1 ; representan
las autofunciones no perturbadas y perturbadas a primer orden, respectivamente,
definidas en las ecuaciones (5.35)-(5.36).

Reemplazamos ahora o y & por las definiciones (5.96) y (5.97), en la ecuacién
(5.31). A continuacién se lleva a cabo el desarrollo perturbativo teniendo en cuenta
que doy es pequeno (dag ~ O() 0 dag ~ O(2?)). Proyectando sobre las autofuncio-
nes no perturbadas &, , v &g, se obtiene el siguiente sistema:

o dol
3 {Mﬁ) + MG+ T+ 8%;24 a; =0 (5.98)

j=a.b

para k = a,b. J; es la matriz unidad, y:

T = ( ‘61 ? ) . (5.99)

Las matrices de primer y segundo orden, M j;, vienen dadas por:

M) = (_m+aw Lk ), (5.100)

01,kj —01+ 01k
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wp = (e Y, a0

Hkj —02 +
(5.102)
donde se han definido:

o o
i = -7 (—I—UlJ) "—O'QD’]-"‘U;]'"‘U%:J'"’_U;J’ (5103)

aO,j 2

~ 01,5k

Hjk = 01 alojk + 09k + 0o+ 0 ji + 03 i (5.104)

Los términos con un sélo subindice no estan afectados por la degeneracion acciden-
tal. Los términos de acoplamiento estan incluidos en o4 j; y . A continuacion
mostramos las definiciones detalladas de estos términos con dos subindices.

5.4.2. Correcciones a primer y segundo orden para frecuen-
cias afectadas por la degeneracion por cercania

Los diferentes términos que corresponden a las correcciones a la frecuencia a
primer y segundo orden son:

1
Olab = _I_<€O,a|’C|€O,b>7 (5.105)
1
O-éj,ab = _I_ <€O,a|’c|€ib>7 (5106>
1
Og:ab = _I_ <€O,a|’c|€{,b>7 (5107>
1 1 _
O-QD,ab = _260](1 <€O,a|% (52 - PQUS) |€O,b>7 (5108)
1
I - _ 2002 _
al,ab - 26OIa <€O,a’m Q 2mQ’€O,b>7 (5109)

donde I, es el término de normalizacién del modo a:

[a = <€0,a’€0,a>7 (5110)

y el operador K se definié en la Ec. (5.77). El producto escalar se define como:
(€160 = [ €utos ot (5.111)

Expresion detallada para o 4,

Usando las definiciones de los operadores L, y IC, llegamos a la siguiente expre-
sion para oy gp:

ms) R )
Olab = T 00,0, 7 podr (1 + 10)* {—(Yor,aYo1,6 + Ap20,0%0,)
a 0

+(Yo1,a%00 + 20,aY01,6 + 20,0%05) } » (5.112)

donde dy, ¢, es el simbolo de Kronecker.
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Expresién detallada para of7

m202 R
UZF,)ab = =2 I 5&1&/ 7"400(17“(1 + 770)2 {yOLaylb + Aazm,azlb
a0 0
+(Yor,a21,p + 20,0Y1,6 + Z0,0%10) } 5 (5.113)
T 20° f 4 2 . .
Ogap = ﬁ%eb rpodr (14 10)" {0e,e, (To, 41T, 4100, 41 + T, 170,10, 1)
a0 0
+6€a£b+2 (be-l—l%fb-i-lAﬁb—i—l) + 5éa€b_2 (Téb—l%éb—lAeb—l)} . (5.114)

Expresién detallada para o3,

02 R
Ué,zb = —-m’ 5T 5 Oeye, /0 1 podr (1 +10)* {(Yor.aY01.6 + Neyr120.a20
—2(Yo1,020,6 + Yo1,620,a + 20,020, } - (5.115)

Expresién detallada para o3,

Para la correccién o2, la dependencia angular se puede factorizar como sigue:

p _

O2ab =

Qsab Zabs (5.116)

o
donde Qs., v Z4 representan las componentes radial y angular, respectivamente.
Entonces, existen reglas de seleccion, y se imponen mediante:

Qoup = / Y, Y; Py (cos 0)dS2, (5.117)
Q

donde df2 = sin #dfd¢ es el elemento de angulo solido, e Y} es el arménico esférico
Yy, m,- Utilizando el polinomio de Legendre de segundo orden:

3 1
Py(cosf) = 5 cos® 0 — 3 (5.118)
obtenemos:
3 9 9 1
Qoap = 5 [\ Vv T — 3 dab + YaVot+10ab+2 + Vo Vat+10ab—2 | - (5.119)

Por otro lado, la componente radial Z,, puede escribirse como en Soufi et al.
(1998):
1 (R

Zap = T i 2 podr {d1E1 + doEy + 12byF5 + r2b3E4} , (5.120)
donde:
dy = 7uy, (5.121)
dy = r%, (5.122)
by = %ﬁ%, (5.123)
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con by definida en (5.19). Las expresiones no degeneradas son un caso particular,
cuando a = b, y se pueden encontrar en Dziembowski y Goode (1992).

A continuacién mostraremos las expresiones para Ei, Fy, E3 y E,. Siguiendo la
notacién de Dziembowski y Goode (1992):

Yy = Yo, (5.124)
v = Yos, (5125)
W = yo, (5.126)

y definiendo las siguientes abreviaciones:

4 = Yj (ng,j +4 - U) —Njzo; — W (5.127)

A= Vo(y; — Yoo +05), (5.128)
KDY

s = 214 (5.129)
T'PGe

con j = a, b, tenemos:

donde:

donde:

E4,ab

Ej = Ejab + Ejba; j=1,...4 (5.130)

3 1 1
—5%% + §yayb-7:1 — QoAb — ibeaiﬂ + (CW(Q),Q + 4) Yab

3
_)\bWa + (U - 5) Wayb - Aavayb - AaZO,aWb + 3QaZO,b

1 3
+§Zo,a20,b.llr3 — Aazo,ayb (5 — ngya + U — 4) — AaZO,a)\b

—20,aYsF2b + 20,aY02,6 (A:b — 3) (U —4)

1
"‘5(4 = U) (Ya@ — 8aDp20b) » (5.131)
1 1
B (Cwya = U) Yay + 5 Yals (U = 2)yasy — ypWa +
1 + 2 +
5 (Aab - 3) C(*"O,aZO,aZO,b + AbZO,bya - (Aab - 3) (Zo,by()Q,a)
1
—5Sal\b20,, (5.132)
1

1
ng,a (yayb + (A;rb - 3) ZO,aZO,b) - éyasb(U + 6)

2
1
—3Yp20,a — 5 (As — Ap) 0.0 — (3= ASy) 20,00
1 Oln Fl
= d
+yaWp + 28a)\b ( TTnr )po, (5.133)
1
_i(yasb + YvSa) (5.134)
= 64+ U (U —-2(A"+V,) —3)+(3-U)Cuwi,, (5.135)
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Foa = (AL, =3)(U—4)+A}, (Cwi,+4-U), (5.136)
Fs = (A, —3)Cuwj,(6—U)+6AS, (5.137)
Y = (1-U)4-U)+6+U(U-3), (5.138)
Ay, = ;(A +Ay), (5.139)
N = 5= A)=—Ag, (5.140)
Aj = 400 +1). (5.141)

5.4.3. Degeneracion accidental a primer orden

En este caso, dog = O(£2). Solamente los modos con ¢, = ¢, estan afectados,
lo que implica a aquéllos que experimentan un avoided crossing. Las correcciones a
primer orden de las frecuencias se encuentran a partir de la condicién de existencia
de soluciones no triviales de la ecuacién (5.98):

. oo . oo
(—0'1 + O1,a + 70) (-O’l + J1,b + 70) — 01,ab01,ba = 0. (5142)
Por tanto, las condiciones para la existencia de soluciones no triviales llevan a:
5= 20 SR, (5.143)
donde:
Ora—01p 000"
Hl,ab — (7T _|._ 7) + ULabo-Lba. (5144)

Notese que cuando la degeneracion accidental es despreciable, esto es, cuando 40%(1,] <
(010 — 01 — 600)2, se recuperan las frecuencias no degeneradas, o1, ¥ 071,p.

Las correcciones a segundo orden de las frecuencias degeneradas se obtienen del
mismo modo a partir de la condicion de existencia de soluciones no triviales de la
ecuacion (5.98):

(l/a + fo — 02 + %) (l/b + pp — 02 + %) — Waa =0, (5.145)
donde se definen:
Waary = (0rab + Hab)(O1ba + Hoa) (5.146)
Vg = ( 01+ 014 — %) , (5.147)
v, = ( o1+ 01 — %) , (5.148)

Y 01, 4 ¥ pj, vienen dados por las ecuaciones (5.142), (5.103) y (5.104), respecti-
vamente. La ecuacién (5.143) tiene dos soluciones, 61" y &;, por lo que son posibles
cuatro soluciones distintas de 5. De ellas, solamente dos tienen significado fisico.
Cada una de ellas, 65 y G, , estd asociada con una, y sélo con una de las soluciones
a primer orden, o; y &f , respectivamente. Tenemos entonces:

62 = hv, )2, £/ HY,, (5.149)
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donde:
(Va + ,Ua) - (Vb + ,Ub)

MY, = . + Waap, (5.150)
o+ Ve Uyt pa 002
hv, 1)y = 7o) 5.151
(Vs #)as ( 2 T2 T (5.151)
5.4.4. Degeneracion accidental a segundo orden
En este caso, dog = O(9Q?), 6, = oy, o1 = 0y pj = 09;. Solamente se

ven afectados los modos que cumplen: ¢, = ¢, + 2. La expresion analitica de las
correcciones de las frecuencias a segundo orden se obtienen a partir de la condicién
de existencia de soluciones no triviales de la ecuacion:

)
Y a [Mﬁ) + %J_l} ~0. (5.152)
j=a,b
Se obtiene entonces:
Gy = (“”;“a) +/H, (5.153)
donde:
(2) Mo — Ha 500 ?
Hyap = 5 g ) T Habkba (5.154)

Cuando la degeneracién accidental es despreciable, 4paptipe < (ta — pip + (500)2, y se
recuperan las soluciones no degeneradas: 1, = 02, Y Uy = O2p.

Las simulaciones numéricas sugieren (Sudrez et al., 2006) que cuando la velocidad
de rotacion es lo suficientemente rapida, todas las parejas de modos que tienen
Al = £2, con érdenes radiales n y n — 1 respectivamente, tendran frecuencias lo
suficientemente préximas como para estar acoplados.

5.4.5. Expresiones completas de las correcciones a las fre-
cuencias
Con el objeto de cuantificar cémo se modifican las frecuencias de oscilaciéon de-
bido a la degeneracién accidental, se definen los coeficientes (para £, = £):

(50’0

) = 5 -0+ - (5.155)
5 2
2 = G- 0y - 8%2 (5.156)

donde los subindices ab representan los dos modos afectados, y doq se defini6 en la
Ec. (5.95). En el caso £, = ¢, £+ 2:

c = o (5.157)

a

5
C? = Gy—oy % (5.158)

La expresion completa para las frecuencias adiabaticas se puede escribir como:

og + [01 + C(gi)} + |:0'2 + Cﬁ)} s si ga = gb

7= (2) -
00+01+[02+C'ab], sily, =10, +2
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Figura 5.2: Efectos de los coeficientes C’ﬁ) Joa Y C(gz) /oy para la degeneracién acci-
dental a segundo orden, como funcién de la frecuencia v = /2w, para las parejas
(01,02) = (0,2) (izquierda) y (¢1,02) = (1,3) (derecha). Los circulos vacios y relle-
nos representan los coeficientes correspondientes a los casos de rotacién uniforme
y diferencial, respectivamente. Téngase en cuenta que, en la gréafica, w denota la
frecuencia adimensional, que en el texto hemos representado mediante o. Tomado
de Sudrez et al. (2006).

5.5. Correcciones debidas a la degeneracion acci-
dental

Mostramos a continuacion los resultados mas recientes que se han obtenido en el
estudio tedrico de la degeneracion accidental. En concreto, vamos a centrarnos en los
modos con frecuencias que verifiquen: |w, — wy| < Qs/ (GM/ R3)1/ ?. Los resultados
muestran que tanto para la rotacién uniforme como para la diferencial, los modos
mas afectados son los mixtos, junto a algunos otros en el rango de n < 8, con
m = +1. Estos resultados son esperables, al estar los modos mixtos mas préximos
entre si que en el caso de los modos p.

En la figura 5.2 se muestran C’gj) Joa ¥ C’gj) /o, como funcién de la frecuencia
para los casos de rotacién uniforme y diferencial, y (¢4, ¢,) = (0,2) y (4, &) = (1, 3).
Como se comentd anteriormente, para estos modos, el tinico coeficiente no nulo es
el de segundo orden. El efecto global para los modos p es pequeno con respecto a
los mixtos. Puede demostrarse que los términos dominantes corresponden a o3, y
03 .- El primero tiene en cuenta la distorsién de la estructura de la estrella a través
de las cantidades d; (5.121) y de su derivada dy (5.122). El segundo corresponde a la
componente toroidal de las autofunciones. Para el rango de frecuencias considerado
en el estudio de Sudrez et al. (2006), el efecto global para los modos p es inferior al
encontrado para los mixtos, donde o5, y 03 ,, son del mismo orden. Esto explica
que las principales diferencias entre la rotacién uniforme y la diferencial aparezcan
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principalmente para estos modos. Tales variaciones pueden llegar a representar un
pequeno porcentaje del valor de la frecuencia no corregida por la degeneracion ac-
cidental. Por otro lado, la compensaciéon de los términos dominantes producen un
efecto menor en los modos con m = 0, comparados con los que tienen m # 0.

Para la regién de los modos p con alta frecuencia, los efectos de la degenera-
cién mostrados en la figura 5.2 se pueden estudiar en la aproximacién asintotica.
Para frecuencias altas, las diferencias correspondientes a v,_1 ¢ — v/, ¢12 son lo sufi-
cientemente pequenas comparadas con la frecuencia de rotacion de la estrella como
para degenerar todas las parejas de modos (¢, ¢+ 2). En este contexto, la degenera-
cion accidental contribuye con un término lentamente creciente con el orden radial,
dominado por Ufab, que esta dado, en buena aproximacién, por:

D _
o ~ 0 Sy > 5.159
2,ab GAZ/R?’?\/E 0 < O2 ( )

para (éavgb) - (07 2)7 y:

Q* 12 /2
D _
O.Q@b ~ GT/]%SE\/;UO < 82 > (5160)

para ({g, 0) = (1,3).

Para modos p con frecuencias altas, 02(,2(3b aumenta con o, por lo que Cfgb /0
permanece practicamente constante. La figura 5.2 también revela que el compor-
tamiento de los coeficientes C’gb difieren segun se utilice rotaciéon uniforme o dife-
rencial. Estas diferencias son significativas para los modos degenerados con m # 0.
La causa de tales variaciones se encuentra fundamentalmente en las correcciones a
orden cero, 0y.

Para los modos con Al = 0 (para los que C(g) # 0), se puede obtener informacién
adicional a partir del cociente de los coeficientes a primer y segundo orden:

0(2)

den = |- (5.161)
ab

Se encuentran pares degenerados de este tipo para £ = 2 y £ = 3, verificando C' g)) ~

Céll)). Cuando se considera la rotacién diferencial, los modos mixtos (n ~ —6,...,2)
presentan coefientes a segundo orden algo mayores que los de primer orden (desde un
1% hasta un 20 %). Aunque las correcciones por degeneracién accidental sean menos
importantes que cuando se considera la rotacién uniforme, esto debe ser tenido en
cuenta.

5.6. Coeficientes de contaminacion

Una consecuencia de todo lo estudiado hasta ahora es que el acoplamiento de
los modos afecta de forma significativa a su comportamiento. Asi pues, un modo
degenerado con ¢ > 2 adquiere una componente significativa con ¢ < 2, que tiene
que ser tenida en cuenta, ya que en ese caso es mas probable que adquiera una
amplitud detectable. Esta mezcla de los modos afecta, asimismo, a los diagramas de
color, por lo que puede modificar su identificaciéon fotométrica.

133



Dado que el acoplamiento o degeneracién accidental provoca una cierta super-
posicién de los armonicos esféricos de los modos afectados, es necesario calcular el
grado de mezcla correspondiente. Daszyriska-Daszkiewicz et al. (2002), a partir del
trabajo de Soufi et al. (1998), llevaron a cabo un estudio de dichos coeficientes,
analizando la influencia de la degeneracion sobre los diagramas de color.

En este trabajo hemos llevado a cabo un estudio similar, aunque con una formu-
lacién propia, coherente con el formalismo de Sudrez et al. (2006). Los coeficientes
que dan cuenta de la mezcla de los armoénicos esféricos, denominados de aqui en
adelante coeficientes de contaminacion, han sido definidos de la siguiente manera:

01,ab + Hab

= ; 5.162
v —01 + 01,4 — 02 + fla + 000/2 + 003 /850 ( )

donde 01 4 se definid6 en la Sec. 5.2,y 01 4p, tha ¥ Hab, €1 la Sec. 5.4. Estos coeficientes
estan definidos de modo que su normalizacion sea a la unidad. Esto es, si dos modos
se encuentran acoplados, y por ejemplo, para el primero de ellos: 3, = 0.2, entonces
para el segundo: 3, = 0.8, lo que significa que el primer modo tendra una combina-
cién de armonicos esféricos dada por: 0.2Y;” +0.8Y,", y el segundo: 0.8Y," +0.2Y,".
En capitulos posteriores estudiaremos la influencia de la degeneracion accidental
sobre los diagramas de color y, por tanto, sobre la identificacién de los modos.
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Capitulo 6

Fotometria multicolor

La astrosismologia permite obtener informacién sobre la estructura estelar, ya
que las ondas estacionarias reflejan las caracteristicas de sus cavidades resonantes,
como hemos tenido ocasion de ver. Sin embargo, para poder extraer esta informacion
es necesario identificar cada modo propio de oscilacion. En el caso del Sol es mas
sencillo, ya que las pulsaciones se encuentran en el régimen asintotico, cosa que no
ocurre en las variables tipo § Scuti, por lo que se hace necesario recurrir a otras
herramientas, como la fotometria multicolor.

Empezaremos, pues, explicando con algo mas de detalle la necesidad de usar esta
técnica, asi como la forma de obtener, a partir de las observaciones, parametros que
estén directamente relacionados con los modelos numéricos. Notese que en primer
lugar se desarrollaron las técnicas fotométricas de identificaciéon modal para casos
no solares, aunque todavia quedaban ciertas cantidades indeterminadas, de forma
que la identificaciéon univoca de los modos se tornaba sumamente complicada. Esto
propicio la necesidad de obtener modelos tedricos que predijesen dichas magnitudes.
Expondremos como se lleva a cabo esta identificacion a partir de dichos modelos,
utilizando la férmula derivada en Watson (1988), y analizaremos su generalizacién
en el caso de que la estrella rote y aparezcan acoplamientos entre parejas de modos.

6.1. Necesidad de la fotometria multicolor

Como ya mencionamos en la introduccion, las primeras oscilaciones no radiales
fueron observadas en el Sol. Por lo tanto, inicialmente las técnicas fotométricas de
identificacién de modos, consistente en asociar una terna (n, ¢, m) a cada pulsacién
detectada, se desarrollaron para este caso especial, donde tenemos la posibilidad de
resolver espacialmente el disco estelar y, por tanto, de identificar de forma clara el
grado, ¢, de cada uno de ellos.

De forma mas reciente, se han observado otras estrellas con oscilaciones de tipo
solar, careciendo en este caso de dicha resolucién espacial. Sin embargo, esto no
supone un problema, ya que estas oscilaciones se caracterizan por su alta frecuencia
(alrededor de 5 minutos), lo que las ubica en la zona de validez del régimen asinté6tico
a frecuencia elevada de la teoria de las oscilaciones estelares. En esta region las
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frecuencias de los diferentes modos estédn equiespaciadas segin (Unno et al., 1989):

1 l
Unng(n—i——%—e), (6.1)
1 2
2/ —dr
0 C

donde c es la velocidad del sonido en cada punto del interior estelar, y € es una cons-
tante. Por lo tanto, estudiando las diferencias relativas del conjunto de frecuencias
observadas, se puede llevar a cabo una identificaciéon modal mas o menos efectiva
(diagramas de diferencias, diagramas echelle, etc).

Los problemas aparecen cuando nos encontramos con estrellas que pulsan fuera
del régimen asintético, como es el caso de las d Scuti, que lo hacen alrededor del
modo fundamental radial. En este caso no tenemos ni resolucién espacial ni equies-
paciamiento de los modos. En estrellas evolucionadas, éste no aparece ni siquiera
en el régimen asintético, debido al fenémeno del avoided crossing, del que ya hemos
hablado.

Por lo tanto, para poder extender el estudio astrosismoldgico a estrellas no muy
evolucionadas que no sean del tipo solar (la mayoria), es necesario un nuevo método
observacional de obtencion de informacion que permita una correcta identificacion
de los modos. En este sentido, en los tltimos anos se han desarrollado dos técnicas, la
espectroscépica y la fotométrica. La primera de ellas es la que mejores resultados ha
proporcionado hasta ahora, pero tiene dos dificultades que limitan su aplicacién. En
primer lugar, para que la relacién senal-ruido sea aceptable, es necesario recurrir a
telescopios grandes (al menos de 2 metros de didmetro), lo que dificulta la realizacién
de campanas coordinadas de observaciones espectroscopicas. En segundo lugar, el
peso de los espectrometros los hace poco recomendables para misiones espaciales,
llegando incluso a excluirlos como posibilidad. Esto deja a la fotometria en una
posicién preferente como técnica de obtencién de datos astrosismolégicos

6.2. Ecuaciones basicas de la fotometria multico-
lor

En esta seccion describiremos las suposiciones y ecuaciones con las que obten-
dremos los observables que proporcionan informacion astrosismoldgica a partir de
mediciones fotométricas en diferentes bandas de longitud de onda, que de aqui en
adelante denotaremos como A.

La obtencién de estas ecuaciones se basa en la cuantificacion de la energia radiada
por la estrella en cada longitud de onda, para poder asi relacionar el nimero de
fotones que recibimos con parametros fisicos estelares.

Como en el caso de una estrella multiperiddica el flujo de energia radiado, en
general, no es paralelo a la direccién radial, la forma de proceder consiste en obtener
las variaciones de la energia emitida, integrando el flujo a lo largo de toda la superficie
estelar, que ya esta perturbada por la oscilacion.

Para poder hacer esto, es necesario establecer una serie de hipétesis que simpli-
fiquen el céalculo:

» Estudiaremos la estrella en ausencia de rotaciéon y campos magnéticos (aunque
posteriormente tendremos en cuenta el acoplamiento por rotacién, ver Sec.
6.4), ademés de trabajar en aproximacién lineal.
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= Supondremos que el tamano de la atmosfera estelar es despreciable comparado
con el radio total. Esto nos lleva a describir ésta a través de la aproximacion
plano-paralela, con la que calcularemos tanto el flujo como el limb-darkening.

= La parte visible de la estrella (la fotosfera), se puede aproximar a una unica
superficie esférica en equilibrio, con temperatura 7,y y radio el total de la
estrella. Durante la pulsaciéon su movimiento viene descrito por or.

= Kl flujo es constante en toda la atmosfera, y perpendicular a ésta.

Con estas premisas, la atmdsfera local (a un dngulo sélido dado) depende tini-
camente de la temperatura efectiva y la gravedad local. Para una revisién mas
exhaustiva de estas suposiciones, se puede consultar el trabajo de Dupret (2002).
Con esto, la perturbacién Lagrangiana del flujo monocromético (B.2) quedaria:

() + OFN(0,0,t) = Fy [(Tef)g + 6Tof(0, 6, 1), (9e)o + 09:(0, 0, 1)] ,  (6.2)

que en aproximaciéon lineal queda:

2N 0T,¢ 0.
— = + « , 6.3
T (6.3)
donde: aF
A
= —=. 6.4
125 0Y 0X ( )
Por tanto, la energia radiada que percibimos (ver Apéndice B) es:
RQ 1 2
E(\) = —2/ / I\(cos @) cos@'d(cos 0")dg'
o Jo Jo
1 1 2w
- > / / Fhy(cos @) cos @' R*d(cos 0')dg, (6.5)
2mrg Jo Jo

donde R es el radio de la estrella, ro es la distancia al observador, (¢, ¢') son las
coordenadas de cada punto de la atmosfera, y la segunda igualdad la hemos obtenido
mediante la definiciéon de la funcién de limb-darkening, h,.

Perturbando la forma Lagrangiana de E(\), y teniendo en cuenta que:

&(0.6,t) = aRP"(cosf)cos(at +mg), (6.6)
? = afrP;"(cos®)cos(ot +m¢ + ¥rp), (6.7)

ef
% = —af,P;"(cosf)cos(at +me), (6.8)

(donde para la obtencién de la forma de dg./g. se ha utilizado que ésta se encuentra
en antifase con &), se llega, después de algo de algebra (Dupret, 2002), a que la
variaciéon de la magnitud visual monocromatica de la estrella a una longitud de
onda dada, dm, es:

_ 2.5 SE(N)
™ o e
— hzl'foanm(cos i)bex [(€ 4 2)(1 — £) cos(at)
+frcos(at + Wr)(ars + Bra) — fycos(at)(agn + Bor)] (6.9)
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donde ¢ es el angulo entre el eje del sistema de referencia de la estrella y el del
observador, y:

1 01n byy O Inbyy
boy = /0 hy cos @' Pyd(cos@'), [ry = 8lTTef’ Bor = ding,’
dln Fyr O F} (6.10)

AT = OlnT,.;’ Gor = Olng.

Por lo tanto, con fr, f, y Ur (variables denominadas observables no adiabdticos),
proporcionados por un cédigo de pulsacion no adiabatico, y con un modelo de
atmosfera en equilibrio del que obtener Fy y hy, se puede calcular dmy, que estd di-
rectamente relacionado con las observaciones fotométricas. A la ecuacién (6.9) se le
denomina formula de Watson.

La auténtica mejora de este tratamiento consiste en la obtencién de los observa-
bles no adiabaticos a partir de los modelos tedricos, ya que hasta hace poco tiempo,
al carecer de dichas estimaciones, los observadores se habian limitado a imponer
condiciones fisicas aproximadas que se acercaran a la solucién del problema, a sa-

ber:

1. Se imponia una condicién de contorno, para la atmdésfera, del tipo: §P/P = 0,
que en aproximacion de Cowling implica:

o2 R3 GM
C=4+ i —6(6—1—1)%, (6.11)
donde C es el coeficiente de:
0P
5 = aC P;"(cos ) cos(at + mo). (6.12)

2. Se introducia el parametro, R, que media el grado de no adiabaticidad del
sistema (no hay que confundirlo con el radio total de la estrella), definido de
la forma:

Iy
C 6.13
el (6.1

expresion que se obtiene a partir de las siguientes aproximaciones:

fr=R

a) En la atmésfera se verifica: 07/T = 6T¢¢/T.s.

b) En aproximacién adiabética:

oT Iy, oP

T T,—-1P

(6.14)

En la atmosfera, ninguna de las dos aproximaciones es valida, por lo que
finalmente R se introduce como un parametro libre a ajustar.

3. Por dltimo, se relacionaba f, con C' mediante la expresion:

Olng .
fo= ((9lnPg)TIC_p C, (6.15)
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donde P, es la presion del gas, y p* se calculaba utilizando modelos de atmosfe-
ra como los de Kurucz (1993), o fijandolo a priori a un valor determinado.

Mas recientemente, Cugier y Daszynska (2001) aproximaron la obtencién de
C mediante la ecuacion:
o’R3 6.16
=24+ — .
fg _'_ GM 9 ( )

que es una simplificacién de la ecuacién (6.15) en aproximacién de Cowling,
despreciando la densidad de la atmosfera en comparacion con la densidad
media. Aun asi, ésta sigue siendo una aproximacién excesivamente inexacta,
especialmente para los modos g.

6.3. Obtencion de los observables no adiabaticos e
identificacion modal en fotometria multicolor

En la practica, las observaciones en distintas bandas de color se realizan a través
de diversos filtros, por lo que en realidad lo que tenemos es:

A2
/ dmyw;(N)dA
om; = 22 : (6.17)

/ " i ()dA

A1

donde w;(A), respuesta del filtro ¢, es una funcién del tipo ventana.

Garrido et al. (1990) desarrollaron un método de identificacion modal utilizando
la fotometria Stromgren, que se basaba en la construcciéon de diagramas de fase-
amplitud para diversas combinaciones de filtros convenientemente elegidas (ver, por
ejemplo, la Fig. 1.3).

Si obtenemos la diferencia entre dos filtros 7 y 7, la variacién de esta diferencia
queda:

2.5 (M2 6E())
om=my) =~ [ ) - s (6.13)
donde w; y w; estan normalizados a la unidad. Por lo tanto, todos los términos
independientes de A desaparecen.

Por otro lado, Watson (1988) y Garrido et al. (1990) observaron que by es muy
poco dependiente de A en los casos A < 2, por lo que el término (1 — ¢)(¢ + 2) de
la ecuacién (6.9), puramente geométrico, es despreciable en este caso. Ademads, la
correcta eleccién de la combinacion de filtros puede separar las contribuciones de
los diferentes términos de esta ecuacién. De ahora en adelante, en vez de utilizar
los diagramas de fase-amplitud, usados, por ejemplo, por Garrido et al. (1990),
emplearemos una variante de los mismos, en los que se representa por separado el
cociente de amplitudes o la diferencia de fases entre dos filtros, en funciéon de la
longitud de onda de cada filtro (ver, por ejemplo, la Fig. 7.15 del Cap. 7).

En los trabajos aqui referidos, para calcular dm,, como ya comentamos en la
seccién anterior, se obtenfa C' mediante (6.11), a partir de la cual se calculaban fr
(6.13) y f, (6.15), suponiendo un valor de R y de p*. U era un valor fijado directa-
mente. En realidad, al desconocer tanto R como W, se establecian unos intervalos
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de validez de dichos pardmetros (0.25 < R < 1, 90° < Wy < 135°), lo que propor-
cionaba unas regiones esperadas para cada uno de los valores de ¢ en los diagramas
antes descritos. Era en estas regiones donde se debian encontrar los diferentes modos,
por lo que se podia llevar a cabo su identificacién. Dichos intervalos no eran arbitra-
rios, sino que se deducian de las pocas observaciones simultaneas espectroscopicas
y fotométricas de las que se disponia. Este método también permitia encontrar la
pareja (T, U7) que mejor se ajustaba a los valores observados, permitiendo de esta
forma una comparacion sencilla con los resultados teodricos.

La mejora que representa el tratamiento aqui presentado, y ya utilizado por Moya
et al. (2004a,b,c), con respecto al anterior, consiste en que los modelos proporcionan
directamente los valores de los observables no adiabaticos, por lo que las regiones en
estos diagramas se reducen a puntos de diferentes valores de ¢, donde se deberian
encontrar los modos, lo que permite el estudio de la estructura interna de la estrella
mediante el ajuste directo de sus parametros fisicos a los datos observacionales. En
esto consiste la denominada astrosismologia no adiabdtica.

Hemos de destacar que este método, si bien es general y aplicable a cualquier
estrella variable, se utiliza especialmente en pulsantes tipo d Scuti y v Doradus. La
razon estriba en que este procedimiento tiene en cuenta tanto las amplitudes como
el desfase (o phase lag), el cual es altamente no adiabatico (U7 # 180°) en estas es-
trellas. En el caso de que la pulsacién tenga caracteristicas cercanas a las adiabaticas
(como es el caso de las 3 Cephei), se ha desarrollado un método simplificado donde
solamente se comparan las relaciones entre las amplitudes (Dupret, 2002; Townsend,
2002).

6.4. Formula de Watson en presencia de degene-
racion accidental

En el caso de que la estrella rote, el angulo de inclinacién del eje de rotacién con
respecto a la visual aparece explicitamente en las ecuaciones. Dado que éste es en
principio desconocido, puede variarse libremente entre —180° y +180°, con lo que
en vez de tener un punto en el diagrama de fase-amplitud, aparecerda una curva. En
esta seccién desarrrollaremos la forma que toma la féormula de Watson cuando esto
ocurre.

Para ello, partiremos de la expresion compleja de la férmula original de Watson.
La ecuacién (6.9) representa la oscilacién de la magnitud de una estrella, para la
longitud de onda A. Esta misma onda, para un cierto filtro, x, puede ser expresada
matematicamente, en notacion compleja, como:

, 2.5 ,
Axez(at-i-d’x) — —1 1Oapém(COS Z)ng {(OéTx + ﬁTx) fTGZ(UH_d)T)
n
— (€ = 1)(0 +2) + (e + Bya) fo] €9} (6.19)
Eliminando la dependencia temporal, que aparece en todos los términos, queda:
, 2.5 . ;
Axeubx — —mapém(cos ’L)bg;E {(OéT;r + ﬁTac) fTe ¢T
—[(0 =1)(£+2) + (ag: + Be) 4] ewg}
2.5 L 4
- pm : [ 110) . zd)g} 9
w1044 (cosi) |dxe'® + v,e'¥ |, (6.20)
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donde se han definido:

orx = by (C(Tx + ﬁTx) fr, (6.21)
Yo = —bp [(0—1)(0+2)+ (0ge + Bga) fol - (6.22)

Finalmente, toda la expresién puede reescribirse de modo que quede referida a ¢9,
con lo que quedara:

Z., 25
A el = o man (cos i) [6xe Yr o4 %] , (6.23)
donde:
¢r = ¢x— ¢, (6.24)
Ur = ¢f — g (6.25)

Dividiendo la parte imaginaria entre la real, podemos obtener la fase para el

filtro x: S sin
rsm W
tan ¢/ = 6.26
an ¢ dxcosWUp + v, (6:26)

lo que permite calcular la diferencia de fases entre dos filtros distintos (en nuestro
caso el de referencia serd el y):

dx sin Wy ; dysin U
— arctan )
Sz cos Ur + v, dy cos Uy + 7,

¢, — ¢, = arctan [ (6.27)

Asimismo, el cociente de amplitudes puede obtenerse, para las partes real e
imaginaria, como:

A, sin ¢, ox

— = — 6.28
A, sin @) Sy’ (6.28)
&cos ¢% _ dx cos Wy —l—’yx’ (6.29)
A, cos ¢, dy cos Uy + 7,
de donde se obtendria finalmente:
. 0 sin(¢!, — ¢! )(6x cos Yy + 7, Sz sin ¢!
A _ow cos(¢, — ¢),) — (@ %)(. 7+ %) — 22 ¢y- (6.30)
A,y 0x sin Uy dy sin ¢,

El cédigo desarrollado en nuestro grupo del Instituto de Astrofisica de Andalucia
(CSIC) permite obtener los valores de los cocientes de amplitudes y de las diferencias
de fase a partir de los modelos de atmédsfera de Kurucz, a partir de las expresiones
(6.30) y (6.26).

Consideremos ahora que la estrella rota, de manera que dos modos (n,¢,m) y
(n/,¢';m) estén acoplados entre si, con coeficientes de contaminacién y 1 — (3,
respectivamente. Entonces, la ecuacién (6.19) tendré que incluir las contribuciones
de los dos arménicos esféricos:

2.5 , ”
" In maﬁpém(msz)% {(O‘T:v + Bry) frei@tte?)

—[( = 1)(£+2) + (ge + Bya) 4] ei(at+¢g)}

Ax ei(at""(bx)

2.5 | -
" In 1()(1(1 — B) P (cos )by {(aTx + Bry) e
— [0 = 1) +2) + (age + Bpa) f7) €9 (6.31)
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donde o y ¢’ son las frecuencias correspondientes a cada modo. Si se supone que
o ~ ¢, tendremos:

Ageits = lr21 & afBP;"(cos1) [(5956“1”‘” + %] - 12.150(1(1 — B) P (cos ) [(mlei% + ’Va/c} ’
(6.32)
donde:
ox = be (arz + Brs) fr, (6.33)
Yo = —bu [((=1)(C+2) + (ga + Baz) fo] (6.34)
o' = by, (are + Bre) [, (6.35)
W= b [(€ = 1)(€ +2) + (age + Bya) 1], (6.36)
b = ¢y — ¢, (6.37)
Up = ¢f —¢9, (6.38)
v o= ¢ — 9, (6.39)

y donde se ha supuesto: ¢? ~ ¢'9. La validez de esta aproximacion se basa en
el hecho de que la variacién de la gravedad es un fenémeno puramente mecanico,
independiente de los procesos de intercambio de calor. Como la oscilacién de la
gravedad es opuesta a la del radio, la relacion de fases existente entre ambas es
siempre de 180°, independientemente del modo considerado.

A partir de aqui podemos obtener nuevamente los valores de la fase y la amplitud,
que como vemos, dependerd en este caso del angulo :

BP(cosi)dxsin Ur + (1 — 3) P} (cosi)ox’ sin W,
BP"(cosi) (6xcos Uy + ;) + (1 — B)Pi*(cosi) (6 cos Ul 4+ +L)’
A, sin ¢, ﬁPZ (cosi)dzsin W + (1 — B) Pyl (cosi)dx’ sin W,

tan ¢, = (
)

A, sin ¢ BP(cosi)oysin Uy + (1 — B)Pj(cosi)oy’ sin W,
(cos i)
)

(6.40)

A, cos ¢ BP"(cosi) (0x cos W +7,) + (1 — B) P (cos i) (92’ cos Wi + 7L)
A, cos ¢, BP;"(cosi) (8y cos Up + ) + (1 — B) P (cosi) (6y' cos Wl + 1)

Estas seran las expresiones que utilizaremos cuando aparezcan modos degenera-
dos debido a la rotacion estelar.

142



Capitulo 7

RV Ari

7.1. Datos de la estrella

RV Arietis (a0 = 02"15™08%, dag0 = +18°04".4, A0, V = 12.™07; Rodriguez
et al. 2000) es una estrella pulsante multiperiédica de gran amplitud (AV ~ 0.74).
Su variabilidad fue descubierta por Hoffmeister (1934). Las primeras observaciones
visuales se deben a Lange (1935) y Guriev (1938). Este tltimo tomé datos durante
59 noches en el ano 1936, que fueron publicados por Soloviev y Shakhovskoj (1958)
dos décadas después. Durante dos estaciones, en 1935 y 1936, Detre (1937) llevé a
cabo medidas fotométricas fotograficas, y Baldzs (1956) observo la estrella fotografi-
camente de nuevo durante los anos 1951-1956, rediscutiendo las observaciones de
Detre. En 1951, Alania (1954) comenzé la investigacion fotografica en el Observato-
rio Abastunami de estrellas RR Lyrae, en el transcurso de la cual, observé RV Ari,
obteniendo un maximo de luz.

Broglia y Pestarino (1955) comenzaron las observaciones de fotometria fotoeléctri-
ca en el Observatorio de Merate en 1954, estableciendo el periodo dominante de la
variable: Py = 0.09312819 dias, y llegando a la conclusién de que la curva de luz de la
estrella esta fuertemente modulada por un segundo periodo. Detre (1956) utilizo las
observaciones de Broglia y Pestarino (1955), y determiné el periodo de modulacién:
P,, = 0.316256 dias.

RV Ari es una estrella de poblacion I, del grupo de las HADS (High- Amplitude
0 Scuti), como demuestran Cox et al. (1979), y tiene una abundancia quimica muy
cercana a la del Sol. Se ha establecido también que su estado evolutivo se encuentra
préximo al final de la Secuencia Principal (Rodriguez et al., 1992; Rodriguez et al.,
2000).

Fitch y Szeidl (1976) establecieron que se trataba de una pulsante de doble
modo, donde éstos corresponden al fundamental radial y a su primer sobretono.
Rodriguez et al. (1992) llevaron a cabo un extenso estudio observacional de esta
estrella, encontrando un total de 8 frecuencias, que se correspondian con combina-
ciones o armonicos de las dos principales, siendo incluida en el catdlogo de Rodriguez
et al. (2000).

Recientemente, Pécs y Szeidl (2001) encontraron una tercera frecuencia que no
coincidia con ninguna combinacion lineal de las dos conocidas hasta la fecha: f3 =
13.6116 ¢/d. En el presente trabajo hemos utilizado solamente las dos primeras,
pues hasta la fecha son las tinicas para las que se dispone de datos fotométricos de
amplitudes y desfases en diferentes filtros.
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A continuacién mostramos las principales caracteristicas de esta estrella (Rodriguez

et al., 1992; Rodriguez et al., 2000; Rodriguez, 2005):

T 7230 K
log g 3.94
[M/H] 0.01
(X,Y,Z) | (0.7082,0.2741,0.0177)
vsini < 18 km/s

Frecuencias observadas y datos fotométricos (Rodriguez 2005, a partir de los
datos de Rodriguez et al. 1992; para f3 se ha utilizado Pdcs y Szeidl 2001):

Frecuencia P (d) v (c/d) v (uHz) A, (mag) fi/fi—2s
fi 0.0931 10.738  124.28 0.308
fo 0.0720 13.898  160.86 0.091 0.772
fs 0.0735 13.611  157.54 0.016 0.788
¢u - ¢y ¢v - ¢y ¢b - ¢y Au/Ay Av/Ay Ab/Ay
fi 62420 1.8+1.7 1.2+£1.7 1.086 £0.033 1.394 4+ 0.037 1.204 £0.034
fo 38467 —1.7£58 —21+£57 1.197+£0.124 1.492+0.139 1.328 +0.131

Caja fotométrica:
log g =4.19 - 3.69 (Alogg = £+0.25)
log Ty =3.868 - 3.850 (AT.; = £150 K)

7.2. Oscilaciones no adiabaticas sin rotacion

7.2.1. Modelos

En primer lugar se han obtenido 5 modelos representativos de esta estrella, uno
para el centro de la caja fotométrica, y otros cuatro, correspondientes a cada una
de las esquinas de la misma. Todos ellos han sido calculados sin rotacién, y para
la convecciéon se ha utilizado la MLT, con valores de aypr = 2.0, 1.5, 1.0, 0.5, v
la FST, con el valor correspondiente al caso solar: apgt = 0.69. Cada modelo se
representa mediante dos indices, 17, donde ¢ = 0, ..., 4 representa la posicion en el
diagrama HR (ver Fig. 7.1), y 7 = 0,...,4 el valor de « utilizado (ver Tabla 7.1).
El tratamiento de la atmodsfera se ha incluido de dos maneras: para los modelos
calculados con MLT se han utilizado los modelos de atmésfera de Kurucz (1993,
1998), y para los que incluyen FST, se han empleado los de Kupka y Montgomery
(2002), basada en Canuto y Mazzitelli (1991) y Canuto et al. (1996). Con esto se
pretende obtener coherencia en todos los tratamientos, ya que se esta utilizando la
misma teoria de la convecciéon tanto en el interior estelar como en la atmosfera. La
notacion empleada es la misma que antes. Cada modelo se representa mediante dos
indices, ij, donde el primero (i = 0, ..., 4) denota la posicién en el diagrama HR,
y el segundo (7 =0, ..., 3), el valor de « utilizado.

En la tabla 7.1 se muestran los parametros fisicos de los 5 modelos. Las frecuen-
cias fouin V fmaz se han calculado interpolando el growth rate y determinando los
valores para los que éste se anula. Aunque los resultados obtenidos son aproximados,
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M/Ms logT.s logg logL/L; Xc Edad o foin  foae
00 1.75 3.859  3.94 1.13 0.302 1186 2.0 78 380
01 1.75 3.859  3.94 1.13 0.302 1186 1.5 79 336
02 1.75 3.859 3.94 1.13 0.303 1186 1.0 95 355
03 1.75 3.859 3.94 1.13 0.303 1186 0.5 98 361
04 1.75 3.859  3.95 1.13 0.306 1180 0.69 78 379
10 2.10 3.867 3.70 1.48 0.132 860 1.5 71 242
11 2.10 3.868 3.70 1.48 0.132 860 1.5 77 250
12 2.10 3.868  3.70 1.48 0.132 860 1.0 78 255
13 2.10 3.868  3.70 1.48 0.132 860 0.5 78 267
14 2.10 3.868 3.70 1.48 0.135 838 0.69 67 262
20 2.01 3.850  3.69 1.41 0.121 985 2.0 63 218
21 2.01 3.850  3.69 1.41 0.120 985 1.5 66 216
22 2.01 3.850  3.69 1.41 0.120 985 1.0 66 225
23 2.01 3.850  3.69 1.41 0.120 985 0.5 67 224
24 2.00 3.848  3.69 1.40 0.120 1000 0.69 63 238
30 1.57 3.868 4.19 0.86 0.538 850 20 117 780
31 1.57 3.868 4.19 0.86 0.538 850 1.5 124 491
32 1.57 3.867 4.19 0.86 0.538 850 1.0 127 525
33 1.57 3.867 4.19 0.86 0.538 850 0.5 127 551
34 1.57 3.869 4.20 0.86 0.548 810 0.69 124 576
40 1.49 3.850 4.19 0.78 0.521 1080 2.0 111 770
41 1.49 3.850 4.19 0.77 0.540 985 1.5 119 785
42 1.49 3.849 4.19 0.77 0.542 980 1.0 125 383
43 1.49 3.850 4.19 0.77 0.543 975 0.5 125 406
44 1.49 3.850 4.20 0.77 0.541 981 0.69 119 -

Tabla 7.1: Modelos calculados para RV Ari, con atmodsfera y sin rotacion. La con-
veccion se ha tratado con MLT y con FST. La temperatura estd dada en grados K,
la gravedad superficial g en el sistema cgs, y la edad en millones de anos. X¢ repre-
senta la fraccion de Hidrégeno en el centro. Se proporciona el valor de v para cada
uno de ellos; cuando es igual a 0.69, es porque ese modelo se ha calculado con FST.
fmin V fmae muestran los limites inferior y superior del intervalo de inestabilidad

(nHz).

este método permite conocer el comportamiento general de la inestabilidad de los
modos a lo largo de la caja fotométrica, y en funciéon del parametro . En la Fig.
7.1 se muestra el diagrama HR de los modelos calculados con o« = 2.0, y los tracks
evolutivos correspondientes.

7.2.2. Rangos de inestabilidad

En la Fig. 7.2 se representan los valores del growth rate, n, frente a la frecuencia
de cada modo. Cuando 1 > 0, el modo es inestable, y cuando 1 < 0, estable, lo
que permite identificar el rango de inestabilidad de cada modelo. Se puede observar
que la dependencia del limite inferior con el valor de « es bastante menor que la del
limite superior. No obstante, la variacién del ntimero de modos inestables es de uno
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Figura 7.1: Diagrama HR de los modelos i0 (a = 2.0), representados por asteriscos,
con sus caminos evolutivos correspondientes, obtenidos sin rotacion y con atmosfera.
El area sombreada representa la caja de error.

o dos en practicamente todos los casos. Una excepcion a lo anterior la constituye el
modelo 30 respecto al resto de los 37, con una diferencia de 6 modos, y los 40 y
41, para los que la diferencia con respecto a los demas es de 18 modos. Se observa,
pues, que la dependencia en los modelos menos masivos (3j y 47) es mayor que en
los restantes (04, 1j y 27), ya que las predicciones para a = 2.0 son completamente
diferentes de las correspondientes a a@ < 1. Se observa, asimismo, que al disminuir
el valor de a se estabilizan los modos de 6rdenes altos. La causa de esto la podemos
encontrar observando las graficas de la derecha de la Fig. 7.2. En ellas se muestra la
eficiencia convectiva frente al logaritmo de la temperatura interna para los modelos
calculados con MLT. Vemos que en los modelos 07, 15 y 27, més masivos, la eficiencia
convectiva no varia sustancialmente con el valor de «, mientras que en los modelos
3j v 47, menos masivos, existe una diferencia significativa entre los modelos con
a = 2.0 (30 y 40), y el resto. Las mayores diferencias observadas se encuentran en
los modelos 47, entre los casos a > 1.5y a < 1.0.

Notese que el rango de temperaturas que abarca este estudio se encuentra situado
entre 7380 K y 7080 K. En esta zona, las estrellas tienen dos capas convectivas
pequenas, como se observa en la Fig. 7.2. Por tanto, parece ser que al utilizar valores
elevados de a;, se estd “forzando” artificialmente la extensién de la zona convectiva,
sobreestimandola y rebasando el limite de validez de la teoria. En ésta, la MLT,
se promedian las propiedades fisicas sobre una longitud dada por «. Ahora bien,
si promediamos sobre longitudes mayores que el tamano real de la zona, aparecen
inconsistencias como las mostradas aqui. Esto puede observarse claramente en el
modelo 40, que presenta unos valores demasiado elevados de la eficiencia convectiva
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Figura 7.2: Izquierda: growth rate de cada modo frente a la frecuencia del mismo, pa-
ra distintos valores de «. En lineas verticales se muestran las frecuencias observadas.
Derecha: Eficiencia convectiva, en funcién de logT’, de cada modelo.
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para a = 2.0. Ademas, la capa convectiva es demasiado ancha, mostrando por tanto
un comportamiento completamente diferente al de los otros modelos 47. Por tanto,
parece que pueden descartarse valores de o superiores a 1.5 para los modelos menos
masivos.

Cabe ahora preguntarse por qué existe esta dependencia con la masa de los
modelos y no con la temperatura, puesto que es conocido que cuanto mas fria es
una estrella, mayor es el tamano de la zona convectiva, y por tanto los resultados
deberian ser menos sensibles al valor de « utilizado. Las estrellas mas calientes, en las
que la zona convectiva externa es menor, la sensibilidad tendria que ser mayor. Sin
embargo, se observa que las diferencias no dependen de T¢, siendo mas importantes
las variaciones con la masa estelar. Por ejemplo, aunque los modelos 15 y 37 tienen
la misma temperatura efectiva, en estos ultimos las variaciones en los limites de los
rangos de inestabilidad son mucho mayores.

Con el objeto de comprobar la validez de la aproximacion realizada mediante la
MLT, podemos llevar a cabo una comparaciéon entre el tamano de la zona convectiva,
Az, en unidades de la escala de presiéon, H,, con el valor de . Para ello hemos
calculado, por un lado, la extensién de la capa donde se cumple que I # 0 (es decir,
donde se halla presente la conveccién), mientras que por otro hemos obtenido el
valor de H, proporcionado por el codigo CESAM en la base de la capa convectiva.
En la tabla 7.2 se muestra para cada modelo el valor de «, el cociente Az/H,, y el
porcentaje de radio que ocupa dicha zona, para cada uno de los modelos obtenidos
con MLT. Az/H, impone un limite superior al valor de «, por lo que para que
el tratamiento de la conveccion sea correcto, la distancia que recorren las burbujas
convectivas debe ser mucho menor que la longitud de la capa, esto es, debe verificarse:
a < Az/H,. Si o> Az/H,, no tiene sentido utilizar la MLT.

Se observa claramente que el modelo 40 es completamente irrealista, existiendo
ademas diferencias entre los modelos 40 y 41, y el resto. Por otra parte, aunque los
3j tienen la misma temperatura efectiva que los 17, las diferencias encontradas al
variar v son mayores en el primer caso, lo que explica la mayor sensibilidad de este
grupo de modelos. Lo mismo se puede decir respecto a los modelos 45 y 27.

Se puede observar cémo el valor de Az/H, cae bruscamente conforme disminuye
el valor de «, lo que muestra que se estaba forzando la extension de la zona convectiva
artificialmente, explicando también por qué los modelos 35 y 47 son mas sensibles a
este parametro que el resto. Vemos ademas que pueden descartarse, para el primero,
a = 2.0, y para el segundo, tanto a = 2.0 como o = 1.5. Podemos observar en la Fig.
7.2 que, salvo para la curva correspondiente a o« = 2.0 de los modelos 47, sus gréficas
son muy parecidas a la de los modelos 37, de forma que la linea correspondiente al
41 es casi igual a la del 30. Si observamos la tabla 7.2, vemos que del mismo modo,
el porcentaje de radio afectado por la convecciéon es muy similar en ambos casos.
Esto explicaria por qué en el primero hay dos valores de o que no son realistas,
mientras que en el segundo hay solamente uno.

La Fig. 7.3 muestra el valor de « frente a Az/H, para cada modelo. Solamente
para aquéllos para los que se verifique la condiciéon a@ < Az/H,, esto es, que se
encuentren por debajo de la linea de pendiente unidad, sera coherente el tratamiento
de la MLT. Se observa que no existe ningin caso que cumpla estrictamente esta
condicién, aunque si aparecen algunos en los que o S Az/H,, concretamente el
modelo 40, que ya hemos descartado, y los i3, con a = 0.5. Estos resultados parecen
seleccionar valores pequenos de «a, en contra de lo que se suponia hasta ahora.
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Figura 7.3: Valor de « utilizado en el célculo de los modelos, frente al tamano de

la zona convectiva mas externa (en unidades de H,). La linea representa los puntos
con a = Az/H,.

a | Az/H, | %

0020 1.16 |0.33
0115 082 |]0.18
0211.0] 0.71 0.14
03105] 066 |0.13
101 20| 081 0.20
11]1.5| 075 ]0.18
121 1.0 0.74 |0.17
1310.5| 0.71 |0.16
20120 1.03 ]0.33
21| 1.5] 0.70 |0.18
2211.0} 070 |0.18
231051 0.63 |0.15
30120 1.95 ]0.80
3115 087 ]0.16
32110 0.74 ]0.12
33105] 0.69 |0.11
40 | 2.0 | 2.58 | 2.71
41 1 1.5 1.83 | 0.77
421 1.0 0.80 |0.15
431 0.5 0.67 |0.12

Tabla 7.2: Valores de ama.x = Az/H, y del tanto por ciento del radio estelar que
ocupa la zona convectiva para cada uno de los modelos calculados (se incluyen sélo
aquéllos para los que se ha utilizado MLT).

A partir de este estudio se concluye que este tipo de analisis puede permitir au-
mentar el conocimiento existente hasta ahora de la zona convectiva externa de estas
estrellas. Cuando se tengan observaciones desde el espacio, si éstas abarcan todo el
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Figura 7.4: Variacion de los limites de los rangos de frecuencias inestables en funcién
de la luminosidad (arriba a la izquierda), la masa (arriba a la derecha), la tempe-
ratura efectiva (abajo a la izquierda), y la densidad media (abajo a la derecha) de
los modelos. Se representan también las dos frecuencias observadas mediante lineas
horizontales. Se muestran solamente los resultados para o = 1.0, por claridad de las
figuras.

rango de inestabilidad, a partir del analisis de sus limites, se podré discriminar entre
los distintos valores de «, o al menos establecer alguna cota superior.

Con respecto a los resultados obtenidos con FST, vemos en la figura 7.2 que
solamente el modelo 40 presenta inconsistencias, ya que los modos de érdenes ele-
vados no se estabilizan. Por tanto, se puede descartar también. Esto es algo 16gico,
pues el valor de apgr utilizado es el solar, que corresponde a aypr = 1.8, mientras
que el tamano de la zona convectiva en estas estrellas predice valores menores, como
ya hemos visto. Para el resto de modelos se obtienen limites concordantes con los
calculados con la Teoria de la Longitud de Mezcla.

7.2.3. Variacién del rango de frecuencias inestables en la
caja fotométrica

En esta secciéon mostramos cémo se modifican los rangos de inestabilidad en la
caja fotométrica, con el objeto de encontrar relaciones entre éstos y algunas carac-
teristicas de las estrellas, tales como la masa, la temperatura efectiva, la luminosidad
y la densidad media. Ademads, esto nos permitira descartar aquellos modelos para
los que se predigan estables los modos observados.

Se puede observar (Figs. 7.2 y 7.4) que para casi todos los modelos considerados
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las dos frecuencias observadas caen dentro del rango de inestabilidad. Las tnicas
excepciones son los modelos menos masivos con « bajo, ya que en estos casos fi
cae justo por debajo del limite inferior. No obstante, dado que la determinacién de
éstos se realiza por interpolacion, y con todas las aproximaciones que se utilizan, en
principio todos los modelos pueden considerarse validos para el estudio posterior.

Se observa (Fig. 7.4) que los limites de los rangos de inestabilidad presentan una
cierta dependencia con la masa y la luminosidad. Esta es bastante més evidente con
la densidad media, aumentando con ella, mientras que parece no existir en absoluto
para la temperatura efectiva de los modelos.

7.2.4. Observables no adiabaticos

En las Figs. 7.5 y 7.6 se muestran los valores de los observables no adiabaticos fr,
Vr y fy de todos los modelos calculados hasta ahora. Vamos a realizar un analisis
de estos resultados.

» fr

Algunos trabajos anteriores (Moya et al., 2004a,b) muestran que el valor de
fr generalmente presenta un comportamiento casi constante durante la ma-
yor parte del espectro, creciendo de forma brusca desde el final de la zona de
inestabilidad hacia periodos menores. No obstante, existen variaciones entre
unas estrellas y otras, dependiendo de su temperatura efectiva. Por otro lado,
se ha comprobado que el valor de fr depende del valor de o que se utilice, de
modo que disminuye conforme aumenta este parametro, siendo la dependencia
mayor conforme disminuye la temperatura efectiva. Este hecho esta relaciona-
do con el tamano de la zona convectiva externa, que aumenta al disminuir la
temperatura. También se se ha observado que el valor de este observable es
independiente de /.

Como es de esperar, se ha obtenido que para todos los modelos calculados el
valor de fr disminuye cuando aumenta «. Aunque este resultado es conocido,
en el presente trabajo se ha pretendido extender este estudio a otros puntos
del diagrama HR no analizados en Moya et al. (2004a,b), esparcidos en un
area lo més extensa posible de zona de inestabilidad de las § Sct, con el objeto
de confirmar si se mantiene este comportamiento, o si por el contrario aparece
alguna anomalia.

Se ha observado que las variaciones en fr son menores para el grupo de modelos
47, precisamente aquél para el que los growth rates eran mas sensibles al valor
de «. También se puede comprobar que los valores obtenidos con FST son
bastante parecidos a los correspondientes a ayr elevado. Esto es logico, pues el
valor 0.69 corresponde a una calibracion del caso solar, que corresponde, como
ya hemos dicho, a ayr ~1.8. Por lo demas, no se observan inconsistencias
por el hecho de utilizar este tratamiento.

Iq:IT

El phase lag presenta similitudes en su comportamiento con fr, aunque en
la parte central del espectro su variaciéon es mayor (Moya et al., 2004a,b). Se
ha observado que practicamente para todos los modos, especialmente para los
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Figura 7.5: Observables no adiabéticos de los distintos modelos obtenidos para la
estrella RV Ari, en funcién de la constante de pulsacién, (). A la izquierda se mues-
tra fr y a la derecha el desfase, Up. Los valores asociados a los modos observados
se muestran mediante lineas verticales.
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Figura 7.6: Igual que la grafica anterior, pero en este caso se muestra f,.

inestables y los cercanos al fundamental radial, el valor de W difiere significati-
vamente del adiabatico, 180°, y que aumenta conforme disminuye el parametro
a. Se han encontrado diferencias significativas en el comportamiento de este
observable segtin la temperatura de la estrella.

Se observa que W se va acercando a 180° conforme disminuye «, algo ya cono-
cido de los trabajos mencionados. Sin embargo, hay un punto muy importante:
simplemente utilizando valores de a pequenos, que parecen ser mas adecua-
dos para esta estrella, podemos conseguir valores aceptables de este parametro
(algo més elevados). Nétese, sin embargo, que fr aumenta, por lo que de es-
ta manera no se logra una descripcion mas adecuada de las oscilaciones, ya
que para obtener valores realistas, este observable debe disminuir mientras au-
menta Wr. Se espera que esta situaciéon mejore con la inclusién de una teoria
que incluya la interaccién pulsacion-conveccion, con la que los observables no
adiabéticos se harian menos sensibles al tamano de la zona convectiva (Dupret
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Figura 7.7: Frecuencia del modo fundamental radial a lo largo de la evolucion de los
distintos modelos. Izquierda: modelos calculados con MLT, con o = 1.0. Derecha:
modelos calculados con FST. La linea horizontal muestra la frecuencia f; observada.

et al., 2005a).

Se observa que los valores obtenidos para o = 2.0 son excesivamente bajos, lo
cual indica de nuevo que estos modelos no son fisicamente realistas. Los valores
obtenidos con el tratamiento FST de la conveccién son extraordinariamente
bajos, en algunos casos por debajo de los que se consiguen con aypr = 2.0.
Esto permite concluir que los resultados son peores con FST que con MLT.

n fg
En los estudios sobre los observables no adiabaticos llevados a cabo hasta
ahora siempre se ha encontrado que este observable es independiente del valor
de « utilizado. Es el que presenta menos variaciones, debido a que depende
solamente de efectos geométricos que, al no ser modificados por el valor de «
utilizado, dejan su valor constante. Este es el mismo comportamiento que se
ha encontrado en este trabajo (Fig. 7.6).

Con la FST se obtienen los mismos valores que con MLT, lo que muestra
ademas la independencia de f, con el tratamiento de la conveccién utilizado.

7.2.5. Variacion de los observables no adiabaticos a lo largo
de la evolucion estelar

En esta seccién vamos a estudiar cémo varian los observables no adiabaticos para
el modo fundamental radial a lo largo de la evolucion. Para ello hemos obtenido
los tracks o caminos evolutivos completos de los cinco modelos que hemos estado
utilizando, desde la ZAMS hasta el momento en que se agota el Hidrogeno del
ntcleo. Los célculos han sido llevados a cabo de dos formas distintas: usando MLT,
con o = 1.0, y utilizando la FST.

En primer lugar, en la Fig. 7.7 se muestra la evolucion de la frecuencia del modo
fundamental radial en funcién de logT.; para los cinco modelos. A la izquierda se
representan los resultados obtenidos usando MLT, y a la derecha, los correspon-
dientes a FST. Se puede observar que la frecuencia disminuye para todos los casos
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Figura 7.8: Observables no adiabaticos para el modo fundamental radial a lo largo
de la evolucion de los distintos modelos. Las gréaficas de la izquierda muestran los
valores obtenidos con MLT, o = 1.0, mientras que para las de la derecha se ha
utilizado FST. En las graficas superiores se representa fr, y en las inferiores, Wr.

conforme evoluciona la estrella (log T, disminuye), debido a que la densidad media
decrece con la edad.

En la Fig. 7.8 se muestran los valores fr y Wr correspondientes al modo fun-
damental radial a lo largo de la evolucién de los modelos. Puede observarse que fr
disminuye a lo largo de la vida de la estrella (conforme se enfria), hasta que llega
a un valor (fr < 2), que se mantiene practicamente constante. Para temperaturas
altas (logT.s 2 3.93), fr es practicamente independiente de la masa del modelo y
de la teorfa de la conveccién utilizada (Moya et al. 2004a,b demostré que también
del valor de ayr). Para temperaturas menores se separan las curvas, hasta que por
debajo de logT,; ~ 3.86 para la FST y de logT.; ~ 3.82 para la MLT se unen
nuevamente, de forma que este observable vuelve a ser independiente de los modelos
utilizados.

Con respecto a WU, puede observarse en las graficas inferiores que también dis-
minuye a lo largo de la evolucion, hasta alcanzar un valor practicamente constante
para los modelos més frios. Para logT,.; 2 3.92, Uy presenta escasa dependencia
con la masa de los modelos y la teorfa de la conveccién utilizada (al igual que an-
tes, Moya et al. 2004a,b demostré que también era independiente del valor de ayr
usado). Por debajo de esta temperatura la opacidad empieza a influir significativa-
mente en los procesos de intercambio de calor, por lo que se introduce un desfase
apreciable que depende de las caracteristicas del modelo, por lo que las curvas se se-
paran. Para temperaturas inferiores a log T,y ~ 3.82 para la MLT y a log T,y ~ 3.85
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para la FST, éstas vuelven a unirse, manteniéndose el valor de W practicamente
independiente de los parametros fisicos que se utilicen.

Estos resultados concuerdan con los obtenidos en los trabajos realizados hasta la
fecha, aunque hemos encontrado nuevos comportamientos no conocidos hasta ahora
cuando se extiende el estudio hacia temperaturas mas bajas.

7.2.6. Influencia de la atmosfera

En esta seccion estudiaremos cémo influye la interaccién de la pulsacién con la
atmosfera sobre los observables no adiabaticos. Para ello compararemos los valores
obtenidos en los casos “con atmdsfera” y “sin atmdésfera” (terminologia introducida
en la Sec. 4.3). Este tipo de estudio ya fue realizado por Moya et al. (2004b), donde
se encontrd que para estrellas mas calientes que las consideradas en este trabajo
(logTes = 3.94), fr era menor en el segundo caso (“sin atm.”), mientras que con
U ocurrfa lo contrario. Ademds, para estrellas algo mas frias (logT.; = 3.88), se
encontré que fr apenas se veia modificado por la inclusién de la interaccién con
la atmésfera (salvo para periodos muy bajos), mientras que el comportamiento de
W seguia siendo el mismo. A continuacién extenderemos este andlisis al rango de
temperaturas considerado en este capitulo.

Con respecto a fr, los valores obtenidos con ambos tratamientos son muy simi-
lares, aumentando las diferencias conforme disminuye el valor de «. En este caso
los resultados son los mismos que los encontrados por Moya et al. (2004b) para
estrellas mas calientes. El comportamiento de Wr, sin embargo, presenta algunas
novedades, puesto que los valores del desfase son mayores en el caso “con atm.”,
salvo para a = 2.0, que ya hemos descartado. En efecto, para la préctica totalidad
de los modelos calculados con a = 2.0 se obtienen comportamientos poco realistas.
Por ejemplo, en los modelos 30, 40 y 41 se obtienen valores excesivamente bajos.

7.2.7. Conclusiones

Los resultados obtenidos de los estudios realizados hasta ahora parecen confirmar
trabajos anteriores, como los de Moya et al. (2004a,b). Se ha encontrado que para
los modelos més frios los valores de fr y de W1 se hacen independientes del modelo
y del valor de « utilizado. No obstante, este resultado se basa en un tratamiento que
no tiene en cuenta la interaccion conveccién-pulsacion, por lo que la introduccion
de esta mejora puede modificar las conclusiones, ya que se espera que proporcione
valores algo menores de fr, y més cercanos a 180° para ¥ (Dupret et al., 2005a).
Ademas, al haber extendido el intervalo de temperaturas hacia zonas mas frias, han
aparecido algunas novedades en el comportamiento relativo de los valores de W con
y sin atmosfera.
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Figura 7.15: Cocientes de amplitudes A, ,;,/A, y diferencias de fase ¢y ppy — @y
para todos los modelos obtenidos usando FST. En cada linea se muestra el cociente
de amplitudes y la diferencia de fases para fi, y a continuacion, lo mismo para fs.

7.3. Identificacion de los modos

7.3.1. Fotometria Stromgren

A partir de los observables no adiabaticos calculados en la seccién anterior se
pueden obtener los valores de fase y amlitud en los filtros Strémgren, con el objeto
de comparar con los resultados observacionales. Para ello hemos empleado un cédi-
go desarrollado en nuestro grupo (Garrido et al., 1990; Garrido, 2000), que permite
obtener estas magnitudes a partir de la férmula de Watson (Sec. 6.2). El cédigo
estd preparado para utilizar tanto MLT como FST en las zonas convectivas at-
mosféricas.

Con el objeto de obtener la mayor coherencia posible en los cdlculos numéricos
realizados, se ha utilizado el mismo tratamiento de la conveccion tanto en el interior
como en la atmosfera, de modo que para los modelos 0, ..., 23 se ha hecho uso de
la MLT en las dos zonas, mientras que para los 74 se ha empleado la FST. Una
limitacion que presenta el cédigo es que hasta ahora solamente estd preparado para
trabajar con aypr = 1.25 y aypr = 0.5 en la atmosfera, a pesar de que los valores
utilizados en el interior sean 2.0, 1.5, 1.0 y 0.5. Aun asi, no se esperan demasiadas

163



‘ « fi 2
00| 2.0 - -
01| 1.5 - -
02| 1.0 | (1,0 (2,0)
03| 0.5 | (1,0) (2,0) (-1,2)
04 | FST - (2,0)
10| 2.0 - (4,0) (2,1)
111 1.5 - (4,0) (2,1) (1,2)
121 1.0 - (4,0) (2,1) (1,2) (0,3)
131 0.5 - (4,0) (2,1) (1,2) (0,3)
14 | FST - (4,0) (2,1)
20| 2.0 | (3,0) (4,0) (2,1)
21| 1.5 | (3,0) (4,0) (2,1)
221 1.0 | (3,0) (4,0) (2,1)
23 05 | (3,0) | (4,0) (2.1) (1,2) (0,3)
24 | FST | (3,0) (4,0) (2,1)
30| 2.0 - -
311 1.5 | (-2,1)
321 1.0 | (-2,1) (-4,3)
331 0.5 | (-2,1) (-4,3)
34 | FST | (-2,1) -
401 2.0 - -
411 1.5 - -
421 1.0 | (-2,1) -
431 0.5 | (-2,1) (-4,3)
44 | FST - -

Tabla 7.3: Identificaciéon de los modos para las dos frecuencias de todos los modelos.
Para los modelos calculados con MLT se ha utilizado amir, atm = 1.25, mientras
que para los obtenidos con FST se ha empleado apst, atm = 0.69. Los pares (n, ¢)
indican los valores del orden radial y del grado angular, en ese orden.

inconsistencias. Los modelos de atmésfera utilizados han sido los de Kurucz (1993,
1998) (MLT), y Kupka y Montgomery (2002) (FST). No se ha tenido en cuenta la
rotacién de la estrella ni los posibles acoplamientos de los modos (ver Sec. 7.5).

A partir de los resultados obtenidos se han representado los cocientes de ampli-
tudes y las diferencias de fase entre filtros, siendo el de referencia el y. Comparando
estos resultados con los datos tedricos, hemos intentado proceder a la identificacion
de los modos, lo que nos ha permitido obtener informacion adicional sobre el interior
estelar.

Para llevar a cabo este estudio se han seleccionado las frecuencias mas proximas
a las observadas, dentro de un rango de un 5% en torno a éstas. Con este criterio
se intenta, por un lado, obtener un intervalo en frecuencias lo suficientemente an-
cho como para poder analizar varios modos, y por otro, restringir su nimero para
que no sea demasiado elevado y se complique el estudio. No obstante, dado que la
variacion de las frecuencias de pulsacién con « es inferior a un 5%, este criterio nos
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permite analizar los mismos modos para todos los modelos del mismo grupo, por
lo que podemos estudiar cémo se modifican los indices de color con el valor de este
parametro. Ademas, el tnico efecto no tenido en cuenta hasta ahora, y que puede
afectar a las frecuencias, es la rotacion. Para las velocidades consideradas (ver Sec.
7.5) se espera que éstas no varfen mas de un 5% (al menos para los modos m = 0),
por lo que este margen nos asegura que la rotaciéon no invalidara la identificacién
realizada debido a grandes modificaciones en las frecuencias de oscilacién.

Para distintos grupos, los modos que mejor se ajustan a las frecuencias obser-
vadas seran diferentes, cambiando tanto el valor de n como de ¢ de un punto de la
caja fotométrica a otro.

Puede observarse en las Figs. 7.9 a 7.15 que no siempre aparecen resultados
correspondientes a todos los ¢, mientras que en la leyenda si que se especifican todos
ellos, desde ¢ = 0 a ¢ = 3. Esto se ha hecho asi por completitud, considerando que
no lleva a engano, ya que, cuando no se observe en una grafica un determinado ¢,
esto quiere decir tinicamente que no existia ningin modo con ese ¢ cuya frecuencia
se diferenciara de alguna de las observadas en un 5 %.

= Modelos 0j

Como puede apreciarse en la Fig. 7.9, el analisis de los cocientes de amplitudes
y diferencias de fase revela que los modos observados se predicen fundamental-
mente con ¢ = 0. La mejor identificacién corresponde al fundamental radial y a
su primer sobretono, lo cual viene apoyado por el cociente de frecuencias obser-
vado: 0.772. Por tanto, podemos proponer que f; debe corresponder al modo
(1,0), y f2 al (2,0). No obstante, todavia los resultados para f; son compatibles
con ¢ = 2, sobre todo para valores de ayr pequenos (ayrr = 0.5). En efecto,
cuanto menor es el valor de este parametro, mas cercanos son los valores de
las diferencias de fase y los cocientes de amplitudes a los observados. Por otra
parte, las predicciones para los modos radiales apenas se modifican. Los mode-
los mas adecuados parecen ser, por tanto, los correspondientes a aypr < 1.0,
aunque en este caso se pierde algo de discriminacién, ya que aparecen mas
posibilidades de identificacién.

Noétese que el filtro u es el que proporciona peores resultados. Esto es algo
general, que nos encontraremos en las identificaciones subsiguientes, debido
béasicamente a que los modelos de Kurucz no predicen valores adecuados en el
ultravioleta de las derivadas del flujo y de los coeficientes de “limb-darkening”
con respecto a la temperatura efectiva. Por tiltimo, es necesario comentar que
la interaccion conveccion-pulsacién puede modificar estos resultados, propor-
cionando una concordancia mayor con los datos observacionales y una menor
dependencia en a (Dupret et al., 2005a).

= Modelos 1j

En estos modelos las predicciones para f; son completamente diferentes a las de
fa. En efecto, en el primer caso no se tiene ningiin modo que prediga los indices
de color observados, mientras que en el segundo todos son representativos (ver
Tabla 7.3). Como en el caso anterior, cuanto menor es el valor de ayyr, mayor
es la correspondencia con los valores observados. En este sentido se obtienen
los mejores resultados cuando ayr = 0.5. Puede observarse también que las
variaciones en la fase son mayores que las correspondientes a la amplitud.
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= Modelos 2j

Con respecto a este grupo de modelos, solamente hay un modo compatible con
las observaciones de f7, el segundo sobretono radial. En el caso de f5, cuando se
considera un valor de ayr pequeno, todos los modos se corresponden con los
valores observados, y no puede llevarse a cabo una identifacién satisfactoria.

= Modelos 37 y 45

En estos casos, f; puede asociarse con un modo ¢ = 1, mientras que fy se
corresponde con un ¢ = 3. Como ocurria para los modelos anteriores, las
predicciones tedricas se acercan mas a los indices de color observados para
amrr < 1.

Podemos obtener varias conclusiones de este estudio:

1. Los mejores resultados se obtienen para el modelo central, y en concreto, para
amvrr < 1.0. Ademas, las dos frecuencias parecen corresponderse con el modo
fundamental radial y con el primer sobretono radial, lo que es coherente con
el valor del cociente entre sus frecuencias, 0.772.

2.  En los modelos méas masivos no se puede llevar a cabo una identificaciéon ade-
cuada, o bien porque no se encuentra ningiin modo compatible con las obser-
vaciones, o bien porque ésta no es univoca. En los menos masivos se asocian
ambas frecuencias con modos no radiales.

3. Para los modelos menos masivos, los mejores resultados se obtienen para valo-
res de ayr pequenos, en concreto, ayrr < 1.0, aunque en este caso se pierde
discriminacién en la identificacién de los modos.

Veamos ahora como cambia la identificaciéon de los modos cuando se utiliza la
FST como teoria de la conveccion (Fig. 7.15). Los resultados son parecidos a los
obtenidos con MLT, y aypr = 1.5 y 2.0, aunque las predicciones tedricas de los
indices de color coinciden peor con los observados. En efecto, para el modelo central
se identifica fy con el primer sobretono radial; con el modelo 24 se predice ¢ = 0
para fi, y £ = 0,1 para fo; para el 34 se tiene £ = 1 para f; y £ = 3 para fo;
y por tltimo, para el 44 no se consigue ninguna identificacién de las frecuencias
observadas. En la tabla 7.3 se resumen estos resultados.

Hemos visto que las predicciones tedricas para el modelo central no dependen
fuertemente del valor de ayr, a pesar de que los observables no adiabaticos, y en
concreto, el phase lag, varian bastante en un caso y en otro. De hecho, ya hemos visto
que para apr > 1 los valores obtenidos no son realistas. Cabe preguntarse entonces
por qué, a pesar de ello, la dependencia de los indices de color es mucho menor que
la esperada. El mismo interrogante surge si se tiene en cuenta el tratamiento de la
conveccion utilizado, pues los valores de fr y de W, eran diferentes segin se tratara
de la MLT o la FST.

Parece, pues, que la formula de Watson es poco sensible al valor de ar o de la
teoria de la conveccion utilizada, hecho que trataremos de explicar a continuacion.
Para ello se han calculado los valores de las siguientes variables, que intervienen en
dicha féormula, para cada uno de los filtros:

ox = bpxifr, (7.1)
Yo = —bg[(0—1)(0+2)+z4]f,,
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donde x representa a cada uno de los filtros, y:
1
bey = / h cos 0 Py(cos 0)d cos 0, (7.3)
0

siendo hy la funcién de “limb-darkening” (B.5). Ademads, se han definido:

T = ary+ PBra, (7.4)
l'g = agx + ﬁgma (75)
donde:
Oln F;r Oln F;L
ary = 8TTef’ Qg = aTgea (7-6)
Oln bg)\ . Oln bg)\

ﬁT)\

:ZﬂnTef’ Gor = Olng,’

y Fy es el flujo monocromdtico (B.2) para la longitud de onda .

Por tanto, éz y 7, dan informacién sobre las derivadas de flujo y de la integral
sobre el “limb-darkening” para cada filtro x. Los que se han utilizado han sido el v
y el b, mientras que se han descartado los del u, ya que los resultados para éste son
algo peores que los de los anteriores. Esto se debe a que las derivadas del flujo y de los
coeficientes de “limb-darkening” son muy sensibles en el ultravioleta a la estructura
de la atmoésfera, por lo que al introducirlas en la férmula de Watson, aparecen
grandes variaciones en las fases y las amplitudes. Ademas, las derivadas para este
filtro tienen signo contrario a la de los otros dos, por lo que no sélo variara mas, sino
que ademés lo hara en sentido contrario a los filtros b y v, aumentando las diferencias
con éstos. Hemos estudiado solamente el modelo central, esto es, el grupo 07, con
j =0, ..., 4. Para la atmoésfera se ha utilizado, o bien la MLT (para los modelos
00, ..., 03), con amLT, atm = 1.25 ¥ anmrr, atm = 0.5, 0 bien la FST (para el modelo
04). En concreto, los resultados mostrados en las graficas 7.9 - 7.13 se han obtenido
usando aymrT, atm = 1.25. Hemos repetido los cédlculos para estos modelos, pero con
oML, atm = 0.5. El tinico modo analizado ha sido fundamental radial. Los resultados
obtenidos se muestran en la tabla 7.4.

Puede observarse en primer lugar que los valores de v, y 7, no varian conside-
rablemente, debido a que dependen sobre todo de aspectos geométricos (ndtese que
en su definicién interviene f,, variable que es independiente del tratamiento de la
conveccién utilizado, como ya hemos comentado en la Sec. 7.2.4). Para dv y 0b, las
variaciones son mas acusadas, incrementandose su valor conforme disminuye .
Los resultados para amrr, atm = 1.25 ¥ amur, atm = 0.5 son bastante parecidos entre
si, mientras que los obtenidos con FST se sitiian cerca de los correspondientes a
avrr = 1.5 en el interior. Estos resultados aparentemente no se corresponden con
los obtenidos por Heiter et al. (2002) y Barban et al. (2003).

Los autores de estos trabajos muestran que las diferencias existentes en los flujos,
los coeficientes de “limb-darkening” y las correspondientes derivadas, encontradas
entre los casos amrT, atm = 1.25 Y amir, atm = 0.5, son bastante mayores que las ob-
tenidas entre este ultimo y FST. Ademads, las observaciones suelen concordar mejor
con los resultados calculados con anrr, atm = 0.5 y FST, de forma que se concluye
que la eficiencia convectiva en la atmdsfera debe ser bastante pequena. Sin embar-
go, nosotros encontramos diferencias mayores entre los valores correspondientes a
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« Interior | o atm. ov Yo ob Yp fr Nz
2.0 1.25 3.437 | 2.558 | 3.001 | 2.404 | 0.597 | 4.255
1.5 1.25 5.901 | 2.559 | 5.151 | 2.405 | 1.025 | 17.824
1.0 1.25 9.703 | 2.562 | 8.474 | 2.407 | 1.687 | 42.656
0.5 1.25 15.208 | 2.562 | 13.281 | 2.407 | 2.644 | 77.836
2.0 0.5 3.470 | 2.601 | 3.028 | 2.412 | 0.597 | 4.255
1.5 0.5 5957 | 2.601 | 5.198 | 2.412 | 1.025 | 17.824
1.0 0.5 9.796 | 2.605 | 8.554 | 2.415 | 1.687 | 42.656
0.5 0.5 15.353 | 2.605 | 13.406 | 2.415 | 2.644 | 77.836

FST FST 6.364 | 2.636 | 5.539 | 2.404 | 1.095 | 11.948

Tabla 7.4: Valores de las distintas variables que intervienen en la formula de Watson,
en funcion del tratamiento de la conveccion y del valor de « utilizado en el interior
y en la atmdsfera estelar. Modelos 0.

OMLT, atm = 1.2 ¥ amiT, atm = 0.5 que entre éstos y FST. No obstante, no hay
ninguna contradiccién, si tenemos en cuenta que lo que estamos analizando son los
valores de dv y 6b. En las definiciones de estas cantidades entran en juego tanto las
derivadas del flujo y de los coeficientes de “limb-darkening”, como los valores de
fr y Wr. Por tanto, aunque las derivadas en los casos amir, atm = 0.5 y FST sean
muy parecidas, las diferencias en los observables no adiabéticos hacen que dv y b
cambien bastante segiin el tratamiento de la conveccién utilizado, mientras que las
pequenas diferencias entre ampr, atm = 1.25 ¥ amrr, atm = 0.5 se deben Unicamente
a las existentes entre las derivadas del flujo y los coeficientes de “limb-darkening”
en la atmosfera.

Una vez visto como varian estas cantidades, pasamos a estudiar su influencia
sobre los indices de color. Los resultados se muestran en la tabla 7.5. Analicemos
en primer lugar la fase. Teniendo en cuenta que los resultados estan expresados en
grados, puede observarse que las diferencias de fase cambian muy poco, siendo estas
variaciones indetectables observacionalmente. Esto es debido a que, aunque tanto
la fase del filtro v como la del b si se modifican sustancialmente, sus cambios se

« interior | o atm. | ¢, — @y | Au/Ay | &b — @y | Ab/Ay
2.0 1.25 0.193 1.261 0.116 1.367
1.5 1.25 0.716 1.292 0.434 1.153
1.0 1.25 1.355 1.321 0.830 1.169
0.5 1.25 1.693 1.352 1.047 1.186
2.0 0.5 0.185 1.284 0.121 1.150
1.5 0.5 0.688 1.313 0.454 1.168
1.0 0.5 1.299 1.342 0.868 1.185
0.5 0.5 1.625 1.373 1.094 1.203

FST FST 0.395 1.326 0.282 1.170

Tabla 7.5: Diferencias de fase y cocientes de amplitudes para los filtros v y b.
Modelos 0j.
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desarrollan en el mismo sentido que el del filtro y, y aproximadamente en la misma
cantidad, por lo que al tomar diferencias, estas variaciones dejan de apreciarse. El
motivo de esto se debe en buena parte a que sus longitudes de onda se encuentran
relativamente cerca unas de las otras. De hecho, si se usaran datos correspondientes
al ultravioleta, se podrian apreciar mejor estas modificaciones en el desfase. Por
tanto, aunque las variables que intervienen en la férmula de Watson, y en particular
los observables no adiabaticos, cambien significativamente, esto no se refleja en una
variacion apreciable de estas diferencias. Lo mismo podria decirse de los cocientes de
amplitudes. Lo que ocurre en este caso es que estas variaciones, aunque pequenas,
si pueden detectarse observacionalmente.

Pasamos ahora a analizar como se ve afectada la identificacién de los modos
segin el valor de « utilizado en la atmosfera. En la figura 7.14 se muestran las
comparaciones entre las predicciones tedricas de los indices de color y los resultados
experimentales para el grupo de modelos 07, cuando se utiliza aypr, atm = 0.5. Puede
observarse que en general no mejoran ni los resultados ni las identificaciones, que ya
eran lo suficientemente buenas en la grafica 7.9.

7.3.2. Evolucidon de los indices de color

A partir de los observables no adiabaticos estudiados en la Sec. 7.2.5, se ha
obtenido la evolucién de los indices de color correspondientes al modelo central. Nos
hemos restringido solamente a este caso porque es el tinico para el que el modo
fundamental radial tiene una frecuencia préoxima a la observada, f;. Para ello hemos
calculado los indices de color u, v y b, usando tanto MLT (con aypr = 1.0), como
FST. Los resultados se muestran en la figura 7.16, a partir de la cual se pueden
obtener las siguientes conclusiones:

1. En primer lugar, se observa que durante la mayor parte de la evolucién los
modelos presentan unos indices de color que en absoluto concuerdan con los
valores observados, por lo que podemos delimitar el rango de modelos que pro-
porcionan resultados dentro de las barras de error correspondientes a la fase
de cada filtro. Hemos elegido éste como parametro discriminatorio, y no la am-
plitud, debido a que en este caso es mas dificil conseguir valores compatibles
con las observaciones, ya que las barras de error son mas pequenas. Ademas
hemos impuesto que la frecuencia del modo fundamental radial esté préxima
a la observada (dentro de un intervalo de £5% en torno a f;). Esto nos ha
permitido obtener un rango de temperaturas y edades para los modelos com-
patibles con las observaciones. Los resultados para los modelos que incorporan
la MLT se muestran en la tabla siguiente:

logTey, = 3.849
logTey, = 3.860
Edad,,;, = 1190 Myr
Edad,, .. = 1270 Myr

Para la mayor parte del “track” evolutivo del modelo calculado con FST, las
diferencias de fase caen dentro de las barras de error experimentales, como
puede observarse en la Fig. 7.16, sobre todo para el filtro b, por lo que no
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Figura 7.16: Diagramas fase-amplitud para el modo fundamental radial a lo largo
de la evolucién del modelo central. A la izquierda se muestran los resultados obte-
nidos con MLT, y a la derecha, con FST. El rectangulo muestra la caja de error
observacional. Frecuencia f.

puede obtenerse informacién como en el caso anterior. Si nos restringimos a
los modelos para los que la frecuencia del modo fundamental se diferencia de
f1 enun 5% como méaximo, encontramos los siguientes rangos de temperaturas
y edades:

logTey, . = 3.836
logTey, = 3.850
Edad,;;, = 1060 Myr
Edad, e, = 1150 Myr

2. La segunda observacién importante es que el comportamiento en el diagrama
de color es completamente diferente entre MLT y FST, siendo en general los
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Figura 7.17: Igual que la Fig. 7.16, para la frecuencia fs.

resultados bastante peores en este ltimo caso.

Este estudio permite (para una cierta masa) delimitar el rango de temperaturas y
edades (y por tanto, del resto de los parametros fisicos de la estrella), a un conjunto
de valores mas pequeno que los dados por la caja fotométrica. Ademas, en el primer
caso (MLT), vemos que el valor observacional (log 7T, = 3.859) se encuentra dentro
de este rango encontrado, cosa que no ocurre con la FST, por lo que estos valores
han de ser tomados con cautela. Este resultado es esperable, ya que habiamos visto
que esta teoria no parece describir bien la zona convectiva externa de esta estrella,
al menos para el valor utilizado en este trabajo: apst = 0.69.

Podemos repetir el procedimiento anterior para la segunda frecuencia. En la
figura 7.17 se muestran los resultados obtenidos. En este caso puede observarse que
los valores correspondientes a la FST estan en general fuera de la caja de error,
por lo que unicamente se pueden utilizar los del filtro u. Los rangos de edades y
temperaturas obtenidos son los siguientes:
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logTey, . = 3.836
logTey, = 3.841
Edad,;;, = 1020 Myr
Edad, e, = 1150 Myr

Los valores obtenidos para el modelo calculado con MLT concuerdan mejor con
las cajas de error observacionales que en el caso de la FST. Los rangos de edades y
de temperaturas obtenidos a partir de f, son los mismos que para f;.

7.3.3. Conclusiones

Hemos llevado a cabo una identificacién de los modos observados a partir de
la comparacién de las predicciones tedricas con los resultados obtenidos de la foto-
metria Stromgren. Los resultados obtenidos son compatibles con la asignaciéon de
las dos frecuencias observadas a los modos fundamental radial y primer sobretono
radial, lo cual viene avalado por el hecho de que el cociente entre sus frecuencias res-
pectivas toma un valor igual a 0.772. Sin embargo, no hay que olvidar que el estudio
ha revelado otras identificaciones posibles, en particular la asignacion de modos no
radiales a estas dos frecuencias. Por otra parte, este método presenta ciertas limi-
taciones, ya que es dificil, usando solamente la informacion proporcionada por los
indices de color, seleccionar la teoria de la conveccién més adecuada (MLT o FST),
o el valor mas realista del pardmetro a. Para ello es necesario recurrir a las herra-
mientas utilizadas en las secciones 7.2.2 y 7.2.4, que apuntan a valores de a menores
que 1.0. Sin embargo, en estos casos se pierde discriminacion en la identificacién los
modos, de manera que los cocientes de amplitudes y las diferencias de fase obser-
vadas son compatibles con varios valores de ¢. Por otro lado, la identificacién varia
significativamente segin el punto del diagrama HR que se considere. Es importante
tener en cuenta que no solo la asignacion del orden radial, n, sino también la del
grado angular, £, puede verse modificada debido a las imprecisiones existentes en la
localizacién exacta del modelo en la caja fotométrica. Para los modelos mas frios
puede ser importante la interaccién de la conveccién con la pulsaciéon (Dupret et al.,
2005a), ya que la aproximacién de la conveccién congelada empieza a perder validez.

7.4. Influencia de la composicion quimica

Hasta ahora hemos estudiado la influencia de ciertos aspectos de la fisica estelar
sobre las oscilaciones, y en particular, sobre la identificacion de los modos, a través
de la fotometria multicolor. Sin embargo, no hemos tenido en cuenta todavia la in-
fluencia que sobre ésta pueda tener la composicion quimica de la estrella. Para ello
hemos calculado nuevos modelos correspondientes al punto central de la caja fo-
tométrica, con distintas metalicidades, pero manteniendo las mismas caracteristicas
que antes (conveccién tratada mediante MLT, interaccién con la atmdsfera, etc.).
Se ha tomado un valor de a = 1.0, que es uno de los m&s apropiados, como se
vio en las secciones precedentes. En la tabla 7.6 se muestran las caracteristicas mas
importantes de estos modelos.

Podemos observar, en primer lugar, que la frecuencia del modo fundamental
radial aumenta conforme disminuye la metalicidad, siendo la variacion relativa entre
los casos extremos de un 8 %. La causa de esto la encontramos en la correspondiente
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Figura 7.18: Rangos de inestabilidad del modelo central de la caja fotométrica cal-
culado con distintas composiciones quimicas. Para cada frecuencia se representa el
Growth Rate. Las frecuencias observadas se muestran mediante lineas verticales.

disminucién de la masa (necesaria para mantener fijo el punto del diagrama HR,
variando la composicién quimica), con el consiguiente aumento de la densidad media
de los modelos.

Con objeto de estudiar la influencia de la metalicidad sobre los rangos de ines-
tabilidad mostramos la figura 7.18, donde se representan los valores del growth rate
en funcion de la frecuencia de los modos, para cada uno de los modelos. Se observa
que ninguno de los dos limites (inferior y superior) se ven afectados sustancialmente
por el valor de la metalicidad utilizado, de donde podemos concluir que mientras
se utilice el mismo tratamiento de la conveccién para el calculo de la estructura
interna, y se mantenga constante el valor del pardmetro «, es la posicion del modelo
en el diagrama HR lo que afecta a los rangos de inestabilidad, y no la composicién
quimica que tenga la estrella (al menos en el rango de temperaturas y luminosidades
considerado aqui).

M/Mg logT.; logL/Ls [M/H] Xe Edad fy Jfomin  fmaz
05 1.86 3.859 1.16 026 0333 950 1272 95 353
06 1.80 3.859 1.14 0.11  0.320 1080 129.9 &9 358
02 1.75 3.859 1.13 0.01 0303 1186 131.1 95 355
07 1.73 3.857 1.11 -0.09 0.301 1226 132.2 93 350
08 1.62 3.858 1.09 -0.24 0.249 1478 134.6 106 352

Tabla 7.6: Modelos calculados para el punto central de la caja fotométrica, con distin-
tas metalicidades. La conveccién ha sido tratada mediante la MLT, con aypr = 1.0.
La temperatura esta dada en K (en escala logaritmica), la edad en millones de anos,
y las frecuencias en puHz. fy representa la frecuencia del modo fundamental radial,
YV fmin V fmaz sON, respectivamente, los limites inferior y superior del intervalo de
inestabilidad.
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Figura 7.19: Observables no adiabaticos de los modelos de la tabla 7.6, en funcién
de la constante de pulsacion, Q. a) fr, b) Ur, c) f,.

En la figura 7.19 se muestra el comportamiento de los observables no adiabaticos
con la composicién quimica de la estrella. Se puede apreciar, en primer lugar, que f,
no se modifica en absoluto, como ya esperabamos. Ademaés, fr depende poco de la
metalicidad, salvo para valores de () superiores a 0.03, esto es, para modos g. Con res-
pecto al phase lag, nos encontramos con una pequena variacion entre unos modelos y
otros, aunque no se observa una dependencia clara (mondtona creciente o decrecien-
te) con [M/H]. Nétese que los valores de W para el modelo con [M/H]=-0.24 estan
bastante alejados del resto. Vamos a explicar el comportamiento de este observable.
Para ello se han comparado las eficiencias convectivas de los cinco modelos, como se
muestra en la figura 7.20. Puede observarse que la eficiencia aumenta ligeramente
conforme disminuye la metalicidad. Aunque esta pequena variacion pueda parecer
en un primer momento insuficiente para explicar las diferencias observadas en el
desfase, intentaremos analizar las causas de este incremento con algo mas de detalle.
Vamos a centrarnos en dos aspectos: la influencia de la opacidad y del gradiente de
temperaturas. En la grafica inferior izquierda de la Fig. 7.21 se muestra el valor de
k en funcién de la temperatura interna del modelo. Puede comprobarse que en la
zona convectiva (log7T 2 4.3) la opacidad es la misma en los cinco modelos, por lo
que parece que las diferencias en la eficiencia convectiva no estan causadas por esta
variable. Por otro lado, en la grafica inferior derecha se muestra el gradiente de tem-
peraturas, V, el cual difiere segtin el modelo como consecuencia de las variaciones en
su estructura interna, provocadas en tltima instancia por las diferencias en la masa.
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Figura 7.20: Eficiencia convectiva en funcion del logaritmo de la temperatura interna

para cinco metalicidades distintas.

Por tanto, el origen de las diferencias encontradas en I' se encuentra fundamental-
mente en la zona convectiva y no tanto en la de ionizacién. Estas diferencias influyen
a su vez sobre las autofunciones §7'/T de los cinco modelos, como se muestra en la
grafica superior derecha, pudiendo observarse que en torno a logT = 4 aumenta su
valor con la metalicidad. Notese la presencia de un pequeno pico para temperaturas
inferiores a log T = 4, en los modelos correspondientes a [M/H]=-0.09 y -0.24 (esto
es, menos masivos). Esta se debe a las distintas tablas de atmdsfera que se utilizan
en estos casos. Ademas, hay que tener en cuenta que la masa disminuye con la me-
talicidad, aumentando en consecuencia la frecuencia del modo fundamental radial.
Esto provoca que la cantidad de calor intercambiada a lo largo de una pulsacion
sea menor que en los otros casos, y que por tanto el desfase se acerque a 180°. El
salto que se produce para la metalicidad de [M/H]=-0.24 es por la suma de todos

los efectos mencionados.

En la grafica superior izquierda se muestra el comportamiento de ¢, = ¢ <5LL—:> —
) (%) (directamente relacionado con W) en funcién de la temperatura interior de
la estrella. Para temperaturas ligeramente superiores a logT = 4.5 se produce una
primera disminucion de su valor, asociada al mecanismo k, debido a la variacion de
la opacidad que tiene lugar en esa zona de ionizacion. Este es el principal mecanismo
de intercambio de calor existente en las estrellas § Scuti, por lo que es el que define
si un modo es estable o inestable, y depende de la temperatura y la densidad de la
estrella, y no de la descripcion de la zona convectiva. Dado que todos los modelos
tienen la misma temperatura y luminosidad, y que su densidad varia solamente como
consecuencia de la masa utilizada, estas diferencias en k son pequenas, como puede
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Figura 7.21: Valores del desfase (arriba a la izquierda), de 6T /T (arriba a la derecha),
de la opacidad (abajo a la izquierda) y del gradiente de temperatura (abajo a la
derecha) en funcién de la temperatura interna, para los cinco modelos calculados.

observarse abajo a la izquierda. Sin embargo, son las responsables de la dispersién
en el valor de ¢ observada entre logT = 4.5 y 4. Obsérvese que la disminucién es
menos acusada conforme disminuye la metalicidad (y por tanto la masa), ya que el
aumento de la frecuencia del modo fundamental radial hace que el mecanismo k en
estas zonas sea cada vez menos eficiente. La segunda caida de la fase se produce
en la zona convectiva mas externa, tomando distintos valores como consecuencia
de las diferencias existentes en el gradiente de temperaturas, en §7/T, y en menor
medida, en el mecanismo x de la zona de ionizacion del HI y Hel. El valor méas
elevado se encuentra para los modelos con [M/H]=0.11 y -0.24, lo cual explica el
comportamiento de W7 en funcién de la metalicidad observado en la figura 7.19.
Por 1ltimo, pasamos a estudiar como afecta la composicién quimica a la identifi-
cacion de los modos. En la figura 7.22 se muestran los cocientes de amplitudes y las
diferencias de fase para todos los modelos que estamos considerando en esta seccion,
de forma que la metalicidad disminuye en sentido descendente. Dado que la varia-
cion en la frecuencia del modo fundamental radial es mas elevada que en los casos
en los que se modificaba el a (tabla 7.6), hemos considerado todas las oscilaciones
cuyas frecuencias se encuentran comprendidas dentro de un intervalo de un 10 % en
torno a las observadas. No se observan diferencias significativas entre unos modelos
y otros. Tanto las amplitudes como las fases quedan practicamente inalteradas, de-
duciéndose practicamente la misma identificacion modal que en la Sec. 7.3. Esto es
particularmente cierto para los modos radiales con n = 1 y n = 2, cuyos cocientes
de amplitudes y diferencias de fase apenas cambian entre distintos modelos. Para
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Figura 7.22: Cociente de amplitudes A, ,p,/A, v diferencias de fase ¢y, 4,y — ¢, para
las dos frecuencias observadas, f; vy fa, del modelo central, con distintas metalicida-
des. En orden descendente: [M/H]|=0.26, 0.11, 0.01, -0.09, -0.24.

los modos no radiales, las diferencias son mayores, siendo maximas para algunos con
¢ =2y ¢ = 3. Esto se debe a las variaciones de masa y densidad, que producen
una modificacion de las frecuencia de estos modos, de tal manera que dentro del
rango del 10 % que hemos fijado aparecen pulsaciones con 6rdenes distintos, aunque
con el mismo valor de /. A pesar de ello, la frecuencia f; puede identificarse con el
modo fundamental radial, y fs con el primer sobretono radial, siendo también posi-
ble £ =1, y en el caso [M/H]=-0.24, ¢ = 2. Téngase en cuenta que se ha utilizado
a = 1.0, por lo que se produce una cierta pérdida de discriminacién, como ya vimos
en la Sec. 7.3.

Con todo lo anterior se puede concluir que la composicién quimica parece no
afectar significativamente a las propiedades de las oscilaciones estelares no adiabati-
cas, siendo mucho mas importante el punto del diagrama HR en el que se encuentre
el modelo, el tratamiento de la conveccién (MLT o FST), o el valor de a que se
utilice.
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Figura 7.23: Diagrama HR de los modelos obtenidos sin atmédsfera y con rotacion.
Para cada masa se muestran dos caminos evolutivos distintos: uno correspondiente
a una velocidad de v = 52.6 km/s (i = 20°), y otro para v = 18 km/s (i = 90°).
La zona sombreada representa la caja de error. Para la conveccién se ha utilizado
a = 0.5.

7.5. Oscilaciones adiabaticas con rotacion

Con el objeto de estudiar los efectos de la rotacién sobre las pulsaciones se han
obtenido de nuevo los modelos de estructura, incluyendo ésta en los calculos. Para
ello se ha utilizado el codigo CESAM, el cual la tiene implementada mediante
la aproximacién denominada pseudorotacion (Sec. 2.5), y permite utilizar las dos
aproximaciones ya estudiadas: rotacion uniforme (Sec. 2.5.1) y rotacion diferencial
(Sec. 2.5.2). En este trabajo se han considerado ambas, aunque en el primer caso se
ha anadido una restriccion adicional, ya que se ha impuesto ademas que la velocidad
angular permanezca constante a lo largo de la evolucion de la estrella, dando lugar
a la denominada rotacion rigida. Esto se ha hecho con el objeto de aislar el efecto
de la rotacién en un punto dado del diagrama HR de su variacién a lo largo de la
evolucion. Con la segunda aproximacion, la rotacion diferencial, la velocidad angular
disminuye debido a la redistribuciéon del momento angular a lo largo de la estrella,
que debe conservarse globalmente.

7.5.1. Modelos

Lo tunico que se conoce de la estrella a partir de las observaciones es el producto
vsin i, y no la velocidad de rotacion real, por lo que solamente se tiene un valor mini-
mo para v de 18 km/s, correspondiente a un dngulo de observacién de 90°. Hemos
considerado dos posibles valores de i, 90° y 20°, que dan lugar a unas velocidades de
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M/Ms logT.; logg logL/L, Xc Edad fo Vo

Q=18 1.75 3.859  3.94 1.13 0.304 1182 130.85 1.8
2.10 3.868  3.70 1.48 0.135 858  82.00 1.3
2.00 3.850  3.70 1.39 0.126 994  82.26 1.3
1.57 3.867  4.19 0.86 0.542 834 208.33 2.5
1.49 3.850  4.20 0.76 0.554 920 202.46 2.6
2 =526 1.76 3.859  3.94 1.14 0.305 1162 129.09 5.2

2.10 3.868  3.70 1.48 0.141 854  82.22 3.6
2.01 3.850  3.69 1.40 0.127 980  81.36 3.7
1.58 3.868  4.19 0.87 0.543 815 210.00 7.3
1.49 3.850  4.20 0.76 0.560 890  203.33 7.6

=W N O Ww Ny O

Tabla 7.7: Propiedades de los modelos obtenidos con las dos velocidades de rotacion
consideradas. 2 representa la velocidad de rotacién, en km/s. La temperatura efec-
tiva estda dada en grados K, la gravedad superifical g en el sistema cgs, y la edad
en millones de anos. X representa la fraccién de Hidrégeno en el centro. fj es la
frecuencia del modo fundamental radial (en pHz), y vq es la frecuencia de rotacién
del modelo (también en pHz).

18 y 52.6 km/s, respectivamente. No es necesario considerar rotaciones mas rapidas,
que nos pueden acercar al limite de validez de la teoria perturbativa. Con estos dos
valores se cubre practicamente todo el rango de velocidades y angulos esperados
para las HADS.

Por otro lado, dado que a es un parametro libre (todos los modelos se han
obtenido utilizando la MILT), se ha optado por un valor intermedio, o = 1.0, que
da buenos resultados, como se ha podido comprobar en las secciones anteriores.

En la tabla 7.7 se muestran las propiedades de los modelos encontrados para
las dos velocidades de rotacion consideradas. Una primera conclusion que se puede
extraer es que los modelos no difieren significativamente cuando se modifica la ve-
locidad de rotacion. En general, todas las propiedades se mantienen practicamente
inalteradas, ya que la rotaciéon es lenta.

7.5.2. Acoplamientos por rotacion

A continuacion mostramos los estudios realizados sobre el acoplamiento por rota-
ci6én en todos los modelos calculados. Como ya hemos explicado (Sec. 5.4), la teoria
de perturbaciones lleva a una degeneracién accidental de los modos con frecuencias
proximas entre si. Las reglas de seleccién imponen, como ya sabemos, diferencias
en ¢/ y m dadas por: Al = 2 y Am = 0, aunque también pueden aparecer, en una
proporcion menor, casos en los que Al = 0y Am = 0. Estos acoplamientos hacen
que un determinada oscilacién ya no se pueda describir mediante un tinico armonico
esférico, esto es, que no se pueda asociar un tinico valor de ¢ a la autofuncién corres-
pondiente. Sin embargo, ésta todavia puede describirse como combinacion lineal de
varios armonicos esféricos, aunque en este trabajo nos ocuparemos del caso en que el
acoplamiento se produzca entre parejas de modos inicamente. La inclusién de estos
efectos en el calculo de las oscilaciones es esencial para completar el formalismo, ya
que afecta a la distribucién de los componentes de los multipletes, y en particular, a
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Figura 7.24: Diferencia de frecuencias |0 — ¢'| para los cinco modelos de la caja
fotométrica calculados con v = 18 km/s frente a o (la frecuencia de los modos
calculada sin acoplamiento), para distintos valores de £. ¢’ es la frecuencia que se
obtiene para cada modo cuando se incluye la degeneracién accidental.

la simetria de los mismos, complicando atin mas los ya de por si complejos espectros
de oscilacion de las 6 Sct.

Estudiaremos el comportamiento general de los acoplamientos en los espectros
individuales y haremos una primera valoracion de las variaciones que sufre este efecto
a lo largo de la evolucién de un modelo.

Los resultados obtenidos con respecto a la variacion de las frecuencias se repre-
sentan en las Figs. 7.24 y 7.25. En ellas se muestran las diferencias de frecuencias
|o — 0’|, donde o es la frecuencia del modo cuando se tiene en cuenta la rotacién de
la estrella pero no el acoplamiento, y ¢’ es la frecuencia del mismo modo cuando se
ha incluido el acoplamiento. Esta diferencia, pues, da cuenta de cémo se modifican
las frecuencias debido al acoplamiento entre los modos. Se puede apreciar en estas
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Figura 7.25: Igual que la grafica 7.24, pero para los modelos con v = 52.6 km/s.

graficas que la variacién en las frecuencias es cada vez mayor conforme aumenta el
orden radial de los modos (esto es, su frecuencia). En las figuras correspondientes a
v = 18 km/s no se puede apreciar bien esto, debido a que la velocidad de rotacién
es bastante baja, y hay muy pocos modos acoplados, por lo que no se puede obtener
una tendencia general. En el caso de v = 52.6 km/s, aunque la velocidad todavia es
pequena, se tienen ya suficientes valores como para observar este hecho. Se puede
notar en estas figuras la presencia de toda una serie de puntos con ordenada cero,
correspondientes a los modos que no sufren acoplamiento, y que por tanto, no han
visto modificada su frecuencia.

Con el objeto de conocer el grado de mezcla de los armoénicos esféricos, se han
estudiado los coeficientes de contaminacion, definidos en la ecuacién (5.162), de cada
uno de los modos afectados por el acoplamiento. En las Figs. 7.26 y 7.27 se muestran
estos coeficientes. Para cada modelo aparecen dos gréficas, una correspondiente al
acoplamiento entre los modos con £ = 0 y £ = 2, y otra para los modos ¢ = 1
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Figura 7.26: Coeficientes de contaminaciéon para los cinco modelos de la caja fo-
tométrica, calculados con v = 18 km/s, frente a la frecuencia de los modos. Izquierda:
valores obtenidos para las parejas (¢,¢") = (0,2). Derecha: valores correspondientes
a las parejas (¢,¢') = (1, 3).
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Figura 7.27: Tgual que la gréafica 7.26, para los modelos con v = 52.6 km/s.

y ¢ = 3, aunque en cada una de ellas apareceran algunos puntos (muy pocos),
correspondientes al acoplamiento entre modos con el mismo /.
En las tablas 7.8 y 7.9 se muestran los modos cuyas frecuencias son cercarnas
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Figura 7.28: Diferencia de frecuencias |0 — ¢’| para los cinco modelos de la caja
fotométrica calculados con v = 52.6 km/s frente a o (la frecuencia de los modos
calculada sin acoplamiento), para distintos valores de ¢. Se muestra todo el espectro
de pulsacion. El significado de cada uno de los simbolos es el mismo que para la Fig.
7.24.

Modelo | n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 — o'| (uHz) |
2 4,0,0 | 160.17 1,2,0 0.01 0.26
2 1,2,0 | 160.47 40,0 0.01 0.74

Tabla 7.8: Parejas de modos acoplados con frecuencias cercanas (en torno a un 5 %)
a las observadas, f1 y f2, para los modelos con v = 18 km/s. 3 denota los valores
de los coeficientes de contaminacion.

a alguna de las observadas, y que presentan acoplamiento. Como es de esperar, el
nimero de parejas efectadas aumenta con la rotacion, por lo que nos centraremos
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Figura 7.29: Coeficientes de contaminaciéon para los cinco modelos de la caja fo-
tométrica, calculados con v = 52.6 km/s, frente a la frecuencia de los modos cuando
no se tiene en cuenta el acoplamiento, o. Se muestra todo el espectro de pulsa-
cién. Izquierda: valores obtenidos para las parejas (¢,¢") = (0,2). Derecha: valores
correspondientes a las parejas con (¢,0') = (1, 3).

en el caso v = 52.6 km/s, del que se puede extraer mas conclusiones.
Con el objeto de estudiar con mds profundidad cémo se comportan | — 0’| y
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Modelo | n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —o'| (uHz) |
0 -1, 1,1 127.63 -4, 3,1 0.61 0.18
0 -1,1,0 | 133.52 -4, 3,0 0.45 0.17
0 -4,3,1 ] 116.27 -1, 1,1 0.61 0.82
0 -4, 3,0 | 131.00 -1, 1,0 0.45 0.83
1 4,0,0 | 159.37 1,2,0 0.80 0.20
1 9. 1,1 | 159.16 0,3 1 117 0.11
1 [2,1,-1| 166.07 0,3, -1 1.04 0.21
1 1,2,0 | 158.12 4,0,0 0.80 0.80
1 10,3, 1] 15501 2.1, 1 1.17 0.89
1 |03 -1] 162.56 2.1, -1 1.04 0.79
2 4,0,0 | 159.95 1,2,0 0.32 0.20
2 [2,1,-1] 164.95 0, 3, -1 112 0.15
2 [ 2,1,1] 157.89 0,3, 1 1.30 0.11
2 1,2,0 | 159.15 40,0 0.32 0.80
2 |2, 3,1/ 12953 31,1 0.99 0.87
2 0,3 -1] 162.10 2.1, -1 1.12 0.85
2 0,3,1 | 155.38 2, 1,1 1.30 0.89
4 | -2,1,1] 12094 21,1 3.57 0.24
4 | -5,3, 1] 12391 2.1, 1 3.57 0.76

Tabla 7.9: Igual que la tabla 7.8, para los modelos con v = 52.6 km/s. 3 denota los
valores de los coeficientes de contaminacién.

los coeficientes de contaminacion, incluimos de nuevo las correspondientes graficas
para todos los modelos con v = 52.6 km/s, pero esta vez para todo el espectro
de frecuencias. Hay que tener en cuenta que la mayoria de los modos se encuentran
fuera del rango de inestabilidad, y por tanto seran modos estables. Estos resultados se
muestran en las Figs. 7.28 y 7.29. Se puede observar que, tal y como ya apuntabamos
anteriormente, la diferencia de frecuencias, |¢ — ¢’| aumenta con el orden del modo
para todos los valores de ¢. También puede comprobarse en la Fig. 7.28 que, a partir
de una determinada frecuencia, los valores de las diferencias de frecuencias para los
modos con ¢ =1y ¢ = 3 se separan de los correspondientes a £ =0 y £ = 2, aunque
por debajo de ese punto ambas lineas permanecieran unidas.

Con respecto al coeficiente de contaminacion se puede decir que en todo el es-
pectro de frecuencias se observa que el armoénico esférico con mayor peso es el que
tiene ¢ mayor (¢ = 2 6 ¢ = 3). La principal explicacién de esto es la mayor inercia
que poseen estos modos. Ademas, los coeficientes de contaminacién de estos valores
de ¢ tienden asintoticamente a 1, mientras que los de £ = 0 y £ = 1 tienden a cero.

Vemos entonces que para 6rdenes muy altos, aunque el grado de acoplamiento es
cada vez menor (Sudrez et al., 2006), la influencia sobre la frecuencia de los modos
es mas elevada, y el grado de mezcla de ambos es cada vez menor, teniendo cada vez
méas peso los ¢ = 2 y £ = 3. Esto es debido a que conforme aumenta la frecuencia,
la diferencia entre la inercia de los modos, aunque tengan distintos valores de ¢, es
menor, mientras que para ordenes bajos, ésta es mas elevada.

Se puede observar en la figura 7.29 que aparecen varias ramas diferentes para
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n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —o’| (uHz) | (8

12, 3,-3 | 453.10 13, 3, -3 3.17 0.47
12, 3,3 | 433.45 13, 3, 3 3.17 0.05
13, 3, -3 | 456.65 12, 3, -3 3.17 0.53
13, 3,3 | 453.27 12,3, 3 3.43 0.95

Tabla 7.10: Propiedades de los acoplamientos entre parejas de modos con el mismo
valor de ¢ para los modelos con v = 52.6 km/s.

Modelo | n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —o'| (uHz) |
0 3,0,0 | 208.30 1,2,0 0.14 0.50
0 1,2,0 | 21154 30,0 0.14 0.50
1 1,0,0 82.31 -9,2,0 0.15 0.50
1 -9,2,0 | 80.65 1,0,0 0.15 0.50
2 1,0,0 | 8144 5,2, 0 0.12 0.50
2 -9,2,0 | 81.95 1,0,0 0.12 0.50
3 3,0,0 | 329.61 2,2,0 0.81 0.51
3 2.2,0 | 323.10 3.0,0 0.81 0.49
4 3,0,0 | 342.19 2,2,0 0.85 0.51
4 2,2,0 | 334.68 3,0,0 0.85 0.49

Tabla 7.11: Propiedades de los acoplamientos entre modos mixtos con (¢, ¢') = (0, 2)
para los modelos con v = 52.6 km/s.

cada /¢, al menos en el caso de acoplamiento entre modos con ¢/ = 1y ¢ = 3, una
para m = —1, y otra en la que se mezclan m = 0 y m = 1. La primera, para
¢ = 3, siempre se encuentra por debajo de las otras dos, y tienden a unirse para
frecuencias elevadas. Para ¢ = 1 ocurre al revés. Esto indica que los coeficientes de
contaminacion se comportan de forma diferencial para cada valor de m, lo que se
debe en parte a la existencia de las reglas de seleccion que los acopla.

Se han encontrado también acoplamientos entre algunos modos con el mismo
valor de £. Mostramos algunos ejemplos en la tabla 7.10, correspondientes a modos
p del modelo 1 con v = 52.6 km/s. Se observa que una de las parejas sigue el
régimen general del resto (un coeficiente de contaminacién mucho mayor para uno
de los modos que para el otro), y de hecho, el (12,3, 3) se encuentra en la rama de
¢ =1,y el (13,3,3), en la rama de ¢ = 3. Esto es, el primero se comporta, con
respecto a los coeficientes de contaminacion, como un £ = 1, y el segundo, como un
¢ = 3. La otra pareja no sigue la norma general, con 3 = 0.5.

También hemos observado que en el caso de los acoplamientos (¢,¢") = (0,2),
se encuentra una pareja de modos con coeficientes de contaminacién cercanos a 0.5
en todos los modelos. Se corresponden con modos p y g de érdenes bajos, y en
numerosas ocasiones es la primera pareja acoplada que nos encontramos con estos
valores de ¢. Mostramos los resultados para los modelos con velocidad de rotacién
mas alta (v = 52.6 km/s) en la tabla 7.11.

Pensamos que el comportamiento de estas parejas podria estar relacionado con
el hecho de que se tratan de modos mixtos, o sea, que se comportan como modos p
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Figura 7.30: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de las parejas que se muestran
en la tabla 7.9. Los valores que se obtienen cuando no se tiene en cuenta la rotacion

se muestran mediante cuadrados, etiquetados segin su valor de ¢. u —y y u/y
representan, respectivamente, las diferencias ¢, — ¢, y los cocientes A4, /A,.

en la envoltura de la estrella, y como modos ¢ en el interior profundo. Ademas, se
ven afectados por el avoided crossing, y sus frecuencias se encuentran muy proximas
entre si.

7.5.3. Fotometria multicolor

Con el objeto de llevar a cabo una identificacion de los modos que tenga en cuen-
ta los efectos de la rotacién, estudiaremos cémo afecta la degeneracién accidental
por rotacion a los indices de color en los filtros de la fotometria Stromgren. Como
se explicd en la Sec. 6.4, las predicciones tedricas que se obtienen para los distintos
valores de ¢, basadas en los diagramas fase-amplitud, dependen del angulo de in-
clinacién, i. Para ello, hay que modificar la férmula de Watson, en la que ahora el
angulo que forma la visual con el eje de rotacién de la estrella aparece explicitamente
(ver Sec. 6.4). La modificacion del valor de éste da lugar a la aparicién de una curva
en dichos diagramas. Adoptando las figuras que aparecen en Daszynska-Daszkiewicz
et al. (2002), fabricaremos estas curvas variando i entre —180° y 180°, con pasos en
cosi de 0.02. Cuando tengamos dos modos acoplados, representaremos tinicamente
el diagrama correspondiente al valor de ¢ menor, ya que la forma del otro es muy
parecida.

Empezaremos por los modos acoplados que se muestran en la tabla 7.9, con
frecuencias cercanas a las observadas. Se ha tomado tnicamente el caso v = 52.6
km/s, ya que es el mas interesante, puesto que para v = 18 km/s se encuentran
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Figura 7.31: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de los modos mostrados en la
tabla 7.10. Igual que antes, se muestran los puntos correspondientes a las prediccio-
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Figura 7.32: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de los modos mixtos mos-

trados en la tabla 7.11. Como

en las dos Figs. anteriores, se muestran los puntos

correspondientes a las predicciones sin rotacion, representados mediante cuadrados.
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muy pocos acoplamientos. Las curvas descritas en los diagramas de color para el
filtro u se muestran en la Fig. 7.30, donde cada punto corresponde a un valor de
1. Los cuadrados identifican los valores de la fase y la amplitud que se obtienen si
no se tiene en cuenta la rotaciéon. A partir de ahora, u — y y u/y representan la
diferencia de fases ¢, — ¢, y el cociente de amplitudes A, /A,, respectivamente. La
densidad de puntos varia a lo largo de la linea, lo que quiere decir que para un gran
numero de angulos se obtienen valores préximos entre si. Ademads, salvo algunas
excepciones, esa zona con mayor densidad se encuentra en torno al punto que se
obtendria sin rotacién, si se considerara el £ menor. Las curvas pasan por los puntos
correspondientes a ¢ = 2 6 ¢ = 3 solamente en los casos de angulos cercanos a
+180°, a pesar de que para estos modos el coeficiente de contaminacion es cercano a
la unidad, por lo que su contribucién es mayor. Podemos concluir de aqui que, de dos
modos acoplados por rotacién, aquél con mayor valor de £ es el que mas contribuye,
aunque esto no es visible para angulos intermedios. Por lo tanto, al observar esta
estrella, es probable que el modo se identifique con el £ mas bajo en vez de con el £
mayor. Sin embargo, como puede observarse en la Fig. 7.30, las curvas pasan, para
ciertos angulos de inclinacion, cerca de los valores correspondientes a otros modos,
lo que podria llevar a una identificacion errénea. Por ejemplo, la asociada al modo
(—1,1,0), para ¢ > 90°, toma valores cercanos a los del modo fundamental radial.
Asi pues, si se observan los indices de color, y esta estrella tuviera un angulo de
inclinaciéon elevado, podriamos identificar esta frecuencia como un ¢ = 0, cuando en
realidad serfa un ¢ = 1 (con mezcla de ¢ = 3). Esto nos da idea de la complejidad
inherente a la identificacién modal en estrellas rotantes. No obstante, esta técnica
también permite obtener informacién adicional sobre la velocidad de rotacién de
la estrella, y como consecuencia de esto, sobre la metalicidad, como veremos en la
seccion 7.7.3.

Con respecto a la morfologia de las curvas, vemos que existen dos tipos: abiertas
y cerradas. La diferencia entre ellas no parece que sea debida al valor de ¢, ya que
puede observarse que, por ejemplo, para £ = 1, las curvas se comportan de distinta
manera, segiin sea m = 0 6 m = 1. Asi pues, nos encontramos curvas abiertas
para m = 0 y cerradas para m = +1 (modos axisimétricos). Estas tltimas pasan
siempre por los puntos obtenidos con los dos valores de ¢ sin rotacién, mientras que
las abiertas solamente pasan por el punto correspondiente al ¢ menor.

Puesto que hemos encontrado varios tipos de parejas de modos acoplados, seria
interesante extender el estudio del diagrama de color a éstos, con el objeto de encon-
trar nuevos resultados. El siguiente paso podria ser entonces comprobar qué ocurre
para los modos acoplados con el mismo ¢. Habiamos encontrado dos de tales modos
en el modelo 1, con valores de n = 12 y 13. En la Fig. 7.31 se muestran los resulta-
dos. Estos modos estan débilmente acoplados, algo que puede verse en la diferencia
de frecuencias: no supera el 0.7%. Ambos modos muestran valores iguales para la
fase y la amplitud, de ahi que se vea un sélo cuadrado. Una pareja (la que tiene
m = —3) muestra unos coeficientes de contaminacién muy parecidos, y préximos a
0.5. La otra (m = 3) presenta coeficientes muy diferentes. En ambos casos se obtiene
que la longitud de la curva en el diagrama fase-amplitud es muy pequena, esto es, los
indices de color cambian muy poco. Ademas, las curvas no pasan por los puntos que
se obtendrian si no se tiene en cuenta la rotacion. En el segundo caso se encuentra
un punto algo mas alejado que el resto, correspondiente a —180°.

Por ultimo, podemos estudiar los diagramas correspondientes a los modos mixtos
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con 3 = 0.5, correspondientes a parejas (¢,¢') = (0,2). Estos modos se sitian fuera
del rango de inestabilidad, por lo que no son observables. En la Fig. 7.32 mostramos
los correspondientes diagramas de color. Puede observarse que las curvas se corres-
ponden con la tipologia que hemos denominado “abiertas”, y que pasan por los
valores obtenidos sin rotacién asociados a ¢ = 0. Tanto la diferencia de fases como
el cociente de amplitud varia ligeramente con el angulo de inclinacién, obteniéndose
una densidad de puntos elevada.

7.5.4. Conclusiones

En esta seccién se ha llevado a cabo un estudio de como afecta la rotacion a los
modos a través del acoplamiento cuadratico. En primer lugar, se ha analizado su
influencia sobre la frecuencia, encontrandose que la variacién de la misma aumenta
con el orden de los modos. Se ha encontrado también que el grado de mezcla entre
parejas de modos acoplados, dado por el coeficiente de contaminacién, sigue una
pauta bien definida, presentando cierta dependencia con el valor del nimero m.
Este parametro muestra que la mayor contribucion proviene siempre del £ mayor.

En principio se ha llevado a cabo este estudio para dos velocidades: {2 = 18 km/s
y 52.6 km/s. Se observa que el nimero de acoplamientos aumenta sustancialmente
con la velocidad de rotacion.

El aumento de la diferencia |0 — o’| con la frecuencia de los modos implica que
hacia 6rdenes altos las frecuencias se ven afectadas cada vez més por el acoplamiento.
En este régimen, ademas, el peso del £ mayor es cada vez mas importante, hasta llegar
a un punto en el que, de los dos arménicos esféricos que hay sumados, practicamente
toda la contribucién proviene de los que tienen ¢ = 2 y £ = 3, debido a la disminucion
de la diferencia entre la inercia de los modos.

El estudio de la fotometria en funcién del angulo de observacién revela que, a
pesar de lo anterior, el modo se observara con un ¢ bajo, 0 6 1, practicamente para
todos los angulos.

Por el momento, el grado de complejidad introducido por la rotacién no nos
permite identificar con claridad algunos de los comportamientos aqui expuestos,
como es el caso del aumento de la diferencia |0 — ¢’| con la frecuencia. Tampoco
podemos por ahora dar respuesta a la forma de las graficas de los indices de color
en funcion del angulo, y a las distintas tipologias que se observan en funcién del
valor de m utilizado y del tipo de pareja que se esté estudiando. En efecto, se han
encontrado tres tipos de modos acoplados: modos p y g de 6rdenes intermedios, no
afectados por el avoided crossing, modos p de érdenes altos, que se acoplan entre
si con ¢ = 3, y modos p y g de 6rdenes bajos, afectados por el avoided crossing, y
con coeficientes de contaminacién cercanos a 0.5. La causa de estos comportamientos
son desconocidas por ahora, a pesar de haber ampliado los estudios realizados en
trabajos anteriores (Daszynska-Daszkiewicz et al., 2002).

Sin embargo, todo esto constituye un reto muy importante para el futuro, ya
que el analisis de cada uno de estos fenémenos por separado nos ayudara a entender
mejor el comportamiento pulsacional en presencia de rotacién.

|
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Figura 7.33: Diferencias |o — ¢’| para tres puntos del camino evolutivo obtenido con
rotacion rigida, en funcién de la frecuencia de los modos: a) 50 millones de anos,
v = 34.0 km/s; b) 1160 millones de anos, v = 52.4 km/s; ¢) 1570 millones de anos,
practicamente al final de la secuencia principal, v = 77.7 km/s.

7.6. Efectos de la evolucion sobre los acoplamien-
tos por rotacion

Las condiciones fisicas y estructurales de las estrellas varian en su evolucion.
Sabemos que esto provoca un cambio en la cavidad resonante de los modos propios
de la estrella. La rotacion es uno de los factores que contribuyen a esta variacion.
Con el objeto de estudiar como se modifican los acoplamientos, y en concreto, los
coeficientes de contaminacién a lo largo de la vida de la estrella, se ha obtenido el
camino evolutivo del modelo central teniendo en cuenta la rotacion, y haciendo uso
de las dos aproximaciones ya utilizadas: rotacion rigida y rotacion diferencial (Secs.
2.5.1y 2.5.2).

7.6.1. Rotacion rigida

Bajo esta hipotesis, la velocidad angular de la estrella se mantiene constante a
lo largo de la evolucién. Hemos utilizado una velocidad angular en la ZAMS de tal
manera que la velocidad de rotacién en el punto del diagrama HR dado por las
observaciones sea de 52.6 km/s, que seria la que tendria la estrella si se observara
con un angulo de 20°.
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Figura 7.34: Evolucién de la frecuencia adimensional de algunos modos g (graficas
superiores), f (gréficas centrales) y p (graficas inferiores) para el modelo calculado
con rotacion rigida. A la izquierda se muestran las frecuencias calculadas teniendo
en cuenta la rotacion, pero no el acoplamiento. En las graficas de la derecha ya se
han incluido los efectos de éste.

En primer lugar se han obtenido los acoplamientos en tres momentos de la evolu-
cién: uno en la ZAMS, con una edad de 50 millones de anos; otro con 1160 millones
de anos, correspondiente al punto dado por las observaciones; y por ltimo otro justo
antes de que se acabe el hidrégeno en el nticleo de la estrella (punto de turn-off ), con
una edad de 1570 millones de anos. En la Fig. 7.33 se muestra la diferencia de fre-
cuencias |0 — o’| de los modos acoplados. Como es de esperar, éstos van apareciendo
a medida que la estrella evoluciona. El avoided-crossing comienza a aparecer aproxi-
madamente a mitad de su vida, y cerca del turn-off la densidad de modos debida a
la evolucion es tal, que el efecto de la rotacién sobre las frecuencias esta determinado
por el acoplamiento.

En la Fig. 7.34 se muestra la variacién de las frecuencias de un nimero reducido
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Figura 7.35: Coeficientes de contaminacion para los tres puntos del camino evolutivo
anteriores, en funcién de la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos para
las parejas (¢,¢') = (0,2). Derecha: 1o mismo, pero para las parejas (¢,0") = (1, 3).
En orden descendente: modelos con 50, 1160 y 1570 millones de anos.

de modos debida a la rotacion. No se han elegido todos los valores posibles de ¢ y m,
sino tnicamente un par de ejemplos para cada tipo de modo (g, f 6 p), con el objeto
de aumentar la claridad de las figuras. Las frecuencias que se muestran son adimen-
sionales (ver Sec. 3.3.1), pues de esta forma se consigue eliminar la influencia de la
variacion de la densidad media de la estrella a lo largo de la evolucién. A la izquierda
se representan las frecuencias que se obtienen teniendo en cuenta tinicamente la ro-
tacion, y a la derecha se muestra cémo varian éstas mismas cuando estan afectadas
por el acoplamiento. Se puede observar el efecto del avoided crossing, presente con-
forme la estrella evoluciona (esto es, se mueve de derecha a izquierda de la gréfica).
Como puede comprobarse, las diferencias entre ambas graficas son minimas, esto es,
la degeneracion accidental apenas afecta a las frecuencias. Esto se debe a dos causas
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Figura 7.36: Evolucién de los coeficientes de contaminacion de los modos g, f y p
para el modelo central de la caja fotométrica evolucionado con rotacion rigida. La
evolucién viene caracterizada por la temperatura efectiva.

diferentes: primero, a las relativamente bajas velocidades que estamos utilizando,
y en segundo lugar, al estar utilizando rotacion rigida, la velocidad angular de la
estrella a lo largo de la evolucién nunca es lo suficientemente elevada como para que
este efecto sea notable. Como comprobaremos mas adelante (Sec. 7.6.2), cuando se
utilice la rotacion diferencial, las diferencias si seran notables.

Veamos ahora como se modifican los coeficientes de contaminacién. El compor-
tamiento de éstos con la frecuencia sigue la pauta general expuesta hasta ahora,
como puede observarse de la Fig. 7.35. Para el modelo méas joven, como ya se ha
comentado, no se encuentran modos acoplados, lo que da lugar a que no se observe
ningin punto en la grafica correspondiente. El modelo con 1160 millones de anos ya
fue estudiado en profundidad en la Sec. 7.5.2, por lo que no abundaremos mas en su
estudio, y por tltimo, para el modelo mas evolucionado, aparte del comportamiento
general descrito en dicha seccion, y de una mayor densidad de modos, se observa
ademas la aparicion de numerosos acoplamientos entre modos con el mismo /¢, en
concreto, ¢ = 3. Esto se debe a la proximidad de sus frecuencias como consecuencia
del avoided crossing. Lo interesante de esta figura es que muestra que a pesar del
enorme incremento en el nimero de modos acoplados, el comportamiento general
de los coeficientes se mantiene invariable.

Finalmente, en la Fig. 7.36 se muestra la evoluciéon de los coeficientes de conta-
minacién de todos los modos con 6rdenes entre n = —2 y n = 2. A partir de ella se
deduce que a lo largo de la vida de la estrella, cada modo mantiene su coeficiente de
contaminacién aproximadamente constante (siempre que no se llegue a un punto en
el que no esté acoplado con ninguin otro, en cuyo caso éste valdra, légicamente, cero).
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Figura 7.37: Diferencias |0 — ¢’| para tres puntos del camino evolutivo obtenido con
rotacion diferencial, en funcién de la frecuencia de los modos: a) 50 millones de anos,
v = 81.1 km/s; b) 1160 millones de anos, v = 52.7 km/s; ¢) 1570 millones de anos,
practicamente al final de la secuencia principal, v = 35.5 km/s.

Estos pueden tomar valores cercanos a 0.8, 0.5 6 0.2. Los primeros corresponderan,
como ya sabemos, a modos con ¢ = 2 o £ = 3, mientras que los ultimos tendran
¢ =00 {¢=1.Puede observarse que en éstos disminuye ligeramente su coeficiente de
contaminacién a lo largo de la evolucién (en sentido de logT.; decreciente), mien-
tras que en aquéllos aumenta. Con respecto a los modos para los que toma un valor
proximo a 0.5 (modos mixtos con ¢ = 0 y ¢ = 2), se observa que sus coeficientes
apenas se modifican, aunque conforme evoluciona la estrella, algunos desaparecen
y otros aparecen. En concreto, los modos g y f no presentan modos con este tipo
de acoplamiento a partir de un cierto punto, mientras que éstos si se encuentran
presentes en los casos n = 1 y n = 2 a lo largo de toda la vida de la estrella. Para
poder comprender estos comportamientos, habria que identificar con detalle cada
pareja de modos, y cémo van variando sus propiedades a lo largo de la evolucion,
algo que queda fuera de los objetivos de este trabajo.

7.6.2. Rotacion diferencial

En esta segunda hipdtesis extrema se supone que el momento angular se conser-
va localmente. Esto implica que la velocidad angular de rotacién variara en capas
distribuidas a lo largo del radio estelar con la evolucion estelar. Se tiene que elegir,
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Figura 7.38: Evolucién de la frecuencia adimensional de algunos modos g (graficas
superiores), f (gréficas centrales) y p (graficas inferiores) para el modelo calculado
con rotacién diferencial. A la izquierda se muestran las frecuencias calculadas te-
niendo en cuenta la rotacién, pero no el acoplamiento. En las graficas de la derecha
ya se han incluido los efectos de éste.

pues, la velocidad inicial de tal manera que cuando la temperatura efectiva y la
gravedad coincidan con las observadas, la velocidad de rotacién sea de 52.6 km/s
(la que tendria la estrella si se observara desde un dngulo de 20°). Si observamos
como se acoplan los modos en tres puntos del “track” evolutivo (Fig. 7.37), vemos
que |0 — ¢’| aumenta de forma lineal con la frecuencia a partir de unos 400 pHz
para el modelo més joven, de 50 millones de anos. Conforme nos movemos hacia
modelos mas evolucionados, aumenta el nimero de modos acoplados, a pesar de
que la velocidad de rotacién va disminuyendo. Sin embargo, como ya sabemos, el
avoided crossing provoca el empaquetamiento de los modos, por lo que, el niimero
de los acoplamientos aumenta. De hecho, cuando la estrella estd muy evolucionada,
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Figura 7.39: Coeficientes de contaminacion para los tres puntos del camino evolutivo
anteriores, en funcién de la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos para
las parejas (¢,¢') = (0,2). Derecha: 1o mismo, pero para las parejas (¢,0") = (1, 3).
En orden descendente: modelos con 50, 1160 y 1570 millones de anos.

la gran densidad de modos hace que el espectro pulsacional esté dominado por la
degeneracion accidental.

En cada uno de estos tres momentos de la vida de la estrella se observa una
tendencia lineal, de modo que |0 — ¢’| crece con la frecuencia, y otra superpuesta
a ella, en la que esta diferencia se comporta de forma aleatoria, sobre todo para
ordenes radiales bajos.

En la Fig. 7.38 se muestra como varian las frecuencias a lo largo de la vida
de la estrella. Puede comprobarse que la forma de las lineas, cuando se tiene en
cuenta el acoplamiento, es mas irregular que cuando no se incluye este efecto. Esto
es debido a que en el primer caso la frecuencia se modifica bruscamente cuando
dos modos se acercan y sufren degeneracién accidental, mientras que en el segundo
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Figura 7.40: Evolucién del coeficiente de contaminacién de los modos g, f y p para
el modelo central de la caja fotométrica evolucionado con rotacién diferencial. La
evolucién viene caracterizada por la temperatura efectiva.

varian suavemente conforme la estrella evoluciona.

Veamos ahora cémo se comportan los coeficientes de contaminacion. De nuevo, si
analizamos los tres modelos (al inicio, aproximadamente a la mitad, y al final de la
vida de la estrella en la Secuencia Principal), vemos que su comportamiento con la
frecuencia es el mismo que se present6 en la Sec. 7.5. En el modelo mas evolucionado
encontramos un elevado nimero de puntos debido a la gran cantidad de acoplamien-
tos presentes en el espectro pulsacional, muchos de los cuales corresponden a parejas
con el mismo valor de £. Con respecto a la evolucién de este parametro a lo largo
de la vida de la estrella (Fig. 7.40), se observa que las graficas son muy parecidas
a las que se tenian con rotacion rigida, aunque con un nimero mayor de puntos en
todos los estadios evolutivos (la disminucién de la velocidad de rotacién con la edad
se contrarresta con el empaquetamiento de los modos).

7.7. Diagramas de Petersen para RV Ari

En esta seccion se ha llevado a cabo el estudio de los diagramas de Petersen
para la estrella RV Ari, y en particular de los efectos de la variacién de la masa, la
metalicidad y la rotacion sobre los cocientes de frecuencias de modos radiales, con
el objetivo de acotar estas magnitudes.
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Figura 7.41: Diagramas de Petersen clasicos para RV Ari. Se representan los
tracks del modelo central con distintas metalicidades, desde [M/H]=-0.50 hasta
[M/H]=+0.50, sin rotacién. El circulo representa el valor observado del cociente de
frecuencias. El area sombreada corresponde a los valores tipicos encontrados para
estrellas de Poblacion 1. 11y esta en dias.

7.7.1. Introduccion

Los Diagramas de Petersen muestran el cociente entre las frecuencias del modo
fundamental radial y de su primer sobretono, como funcién de la frecuencia de aquél,
y se han usado de forma exhaustiva en estrellas pulsantes con dos modos radiales, y
de forma especifica en Cefeidas, RR Lyrae y en estrellas 0 Scuti de gran amplitud
(HADS). Recientemente, el andlisis de datos procedentes de proyectos de gran
escala como OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment; Szymanski, 2005;
Udalski et al., 1997), NSVS (Northern Sky Variability Survey; WozZniak et al.,
2004), ASAS (All Sky Automated Survey; Pojmanski, 2002, 2003), o MACHO
(Alcock et al., 2000), ha permitido conocer mejor las propiedades de estas estrellas
doblemente pulsantes.

Los cocientes de frecuencias fueron estudiados por primera vez por Petersen
(1973, 1978), y fueron utilizados como indicadores de la metalicidad de las estrellas,
como funcion de su masa y su edad, y para comprobar relaciones masa-luminosidad
y/o radio-luminosidad, e incluso, para fijar distancias (Kovacs, 2000).

Mientras que estrellas como las 3 Cephei o las 0 Scuti de pequena amplitud
(LADS) generalmente muestran velocidades de rotacién moderadas y altas, las
doblemente pulsantes se pueden considerar estrellas con rotaciéon moderadamente
lenta. Con respecto a las HADS, solamente hay medidas de v sin¢ para un pequeno
porcentaje de las mismas.
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Figura 7.42: Diagramas de Petersen rotacionales para RV Ari. Se han utilizado
tres velocidades de rotacién (aproximaciéon de rotacién rigida), sin tener en cuenta
los efectos de la degeneracién por cercania de los modos. El valor de la metalicidad
utilizado ha sido el observado: [M/H]=0.01. El circulo representa el valor observado
para el cociente de frecuencias. Al igual que antes, I esta en dias.

Desde el punto de vista tedrico, hasta ahora se han realizado pocos estudios de
los efectos de la rotacion sobre los cocientes de frecuencias. En Pérez Herndndez et
al. (1995) se tuvieron en cuenta los efectos de segundo orden de la rotacién con el ob-
jeto de discriminar entre modos radiales y no radiales. Posteriormente, Pamyatnykh
(2003) estudi6 el comportamiento de los cocientes de los modos radiales afectados
por la degeneracion accidental debida a la rotacién para un modelo de una § Scuti
tipica de 1.8 M, encontrando que tenian lugar perturbaciones muy grandes e irregu-
lares sobre dichos cocientes. Mds recientemente, Suérez et al. (2005) propusieron un
limite de validez de la teoria de perturbaciones (hasta segundo orden) en términos
de la velocidad de rotacion. Este limite esta dado por el cociente de los periodos
cuando se considera la degeneracion accidental, lo que complica la interpretacion
de los diagramas de Petersen. Ademds, Sudrez et al. (2006) analizaron las conse-
cuencias de despreciar los efectos de la rotacion sobre los cocientes de periodos de
modos radiales incluso para velocidades de rotacion bajas. En este trabajo se en-
contré que no sélo la metalicidad, como ya era conocido (Petersen, 1973; Petersen
y Christensen-Dalsgaard, 1996, 1999), sino también la rotacién de los modelos, eran
factores que afectaban al comportamiento de estos diagramas. El primero de ellos, la
composicién quimica, afecta en el sentido de que una disminucion de la metalicidad
conlleva un aumento de los cocientes, de modo que se tiene una herramienta para
discriminar, para pulsantes radiales, estrellas de Poblacion I de las de Poblacién II.
Por otro lado, si se tiene en cuenta la rotacion de los modelos, se obtiene un cociente
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Figura 7.43: Diagramas de Petersen clasicos para los tracks de los cinco modelos de la
caja fotométrica, obtenidos sin rotacién y con la metalicidad observada: [M/H]=0.01.
El circulo representa el valor observado para el cociente de frecuencias. 1l esta en
dias.

de periodos que varia con la evolucion de la estrella, y con la velocidad angular
considerada. Representando este cociente, II;/(€2) frente al logaritmo del periodo,
log 1y, se obtienen los denominados diagramas de Petersen rotacionales. La con-
clusién obtenida del estudio fue que el cociente Il /(£2) aumenta con la velocidad
de rotacién, siendo el efecto similar a disminuir la metalicidad en los diagramas de
Petersen clasicos.

La estrella RV Ari retine las caracteristicas mencionadas en Sudrez et al. (2006),
a saber: rotacién moderadamente lenta y probablemente pulsa en sus modos radiales
fundamental y primer sobretono (HADS). Hemos creido, pues, oportuno utilizar
este tipo de diagramas con rotacién (RPD), con el objeto de acotar simultdneamente
los valores de 2, M v Z.

Para ello se han obtenido tres conjuntos de caminos evolutivos, de modo que cada
uno de ellos permita estudiar cada efecto por separado: el primero tiene en cuenta
la variaciéon de la metalicidad para un modelo situado en el punto central de la caja
fotométrica, calculado sin rotacién, mientras que en el segundo conjunto de caminos
se mantiene constante la composicion quimica, pero tiene en cuenta la variacién en
la velocidad de rotacién del modelo (situado siempre en el punto central de la caja
fotométrica). De la misma manera que en Sudrez et al. (2006), no incluimos el efecto
de los acoplamientos en los periodos tedricos de oscilacion, ya que éste esta ain en
fase de estudio por parte de los autores. El 1ltimo conjunto de caminos evolutivos
contiene los tracks correspondientes al modelo central y a las cuatro esquinas de la
caja fotométrica, calculados todos con la misma metalicidad (la proporcionada por
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Figura 7.44: Diagramas fase-amplitud para los filtros u, v y b de las parejas
(—1,1,0)—(-4,3,0) y (—=1,1,1)—(—4, 3,0) del modelo central. El rectangulo mues-
tra la caja de error de los indices de color observados.

las observaciones), y sin rotacién.

7.7.2. Resultados obtenidos.

Se han calculado los cocientes de periodos para todos los caminos evolutivos, y
se han representado los correspondientes diagramas de Petersen (cldsicos y rotacio-
nales) con el objeto de estudiar cada efecto por separado.

En primer lugar se ha tenido en cuenta la metalicidad. Para ello se han obtenido
7 tracks: los cinco utilizados en la Sec. 7.4 mas otros dos adicionales, con metali-
cidades de [M/H]=-0.50, +0.50. Estos valores se encuentran bastante alejados del
proporcionado por las observaciones, sin embargo se han incluido con el objeto de
analizar el comportamiento de los diagramas de Petersen en un rango de metalicida-
des lo mas amplio posible. No se ha tenido en cuenta la rotacién en el cdlculo de estos
modelos. Dado que se ha mantenido fijo el punto del diagrama HR que se esta es-
tudiando, la variaciéon en la composicién quimica conlleva un cambio en la masa
de los modelos, desde 1.50M, para [M/H]=-0.50 hasta 1.91M, para [M/H]=+0.50.
Los diagramas de Petersen obtenidos se han agrupado en una tnica gréafica, que se
muestra en la Fig. 7.41, en la que cada linea corresponde a un camino evolutivo
de un modelo distinto. La zona sombreada corresponde a los valores tipicos para
estrellas de poblacién I. Como puede observarse, el cociente de periodos aumenta
cuando disminuye la metalicidad, como se esperaba. Por otro lado, el track que mejor
se ajusta al punto observado corresponde a una metalicidad subsolar, [M/H]=-0.24,
M = 1.62M. Sin embargo, hay que tener en cuenta que la rotacién aumentara tam-
bién el valor de estos cocientes, por lo que es de preveer que el resultado combinado
de los dos efectos dé un mejor ajuste para valores entre -0.09 y 0.11. Esto es, puede
confirmarse mediante estos diagramas que la metalicidad de esta estrella es de tipo
solar, acotdandose a un rango menor al que proporciona la barra de error estandar,
de aproximadamente +0.20 dex.

Con respecto a la rotacion, se han obtenido tres caminos evolutivos distintos,
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Figura 7.45: Diagramas de Petersen rotacionales para RV Ari, Q2 = 25 km/s. Se
representan los tracks del modelo central con distintas metalicidades, desde [M/H]|=-
0.09 hasta [M/H]=+0.11. El circulo representa el valor observado del cociente de
frecuencias. El area sombreada corresponde a los valores tipicos encontrados para
estrellas de Poblacion 1. 11y esta en dias.

para el mismo punto del diagrama HR, pero con distintas velocidades de rotacion:
v =18, 52.6 y 70 km/s. La aproximacién utilizada ha sido la de rotacidn rigida, y la
metalicidad utilizada ha sido la observada: [M/H]=0.01. Los resultados se muestran
en la Fig. 7.42. Puede observarse que el efecto de aumentar la velocidad de rotacién
consiste en un aumento a su vez de los cocientes, como se predice en Sudrez et al.
(2006). Por otro lado, el valor observado para Il /o(§2) se encuentra entre los caminos
correspondientes a 18 km/s y 52.6 km/s. Teniendo en cuenta que la metalicidad es de
tipo solar, y por tanto, las curvas no se desplazaran significativamente por esta causa,
podemos aceptar estos valores como limites adecuados a la velocidad de rotacion de
esta estrella. Este resultado tiene una consecuencia doblemente importante: por
un lado podemos acotar la velocidad de rotacién de RV Ari, y por otro, como
consecuencia directa, su angulo de inclinacion ”¢”. Si estimamos que el valor real se
encuentra a mitad de camino entre los tracks de 18 y 52.6 km/s, esto es, unos 36
km /s, entonces el d&ngulo de inclinacién ha de situarse cerca de los 30°. Asi, nuevas
medidas fotométricas y espectroscopicas mas precisas podrian permitirnos restringir
aun mas estos parametros.

Por 1ltimo, en la Fig. 7.43 se muestran los diagramas de Petersen para los cinco
modelos, calculados con metalicidad [M/H]=0.01 y sin rotacién. En este caso se
predice que RV Ari estd situada entre los caminos asociados a 1.75M v 2.01M,.
Considerando que la inclusion de la rotacion aumenta el valor de los cocientes,
podemos considerar que estos dos limites de la masa son adecuados, aunque el valor
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Figura 7.46: Igual que la figura 7.45, para los modelos evolucionados con una velo-
cidad de rotacién de € = 35 km/s.

observado se situarda més cerca del segundo que del primero.

7.7.3. DP y diagramas de color en presencia de rotacion

Como ya vimos en la Sec. 7.5.3, al tener en cuenta la degeneraciéon accidental
sobre los indices de color, se obtienen curvas en el diagrama fase-amplitud que
pueden complicar la identificacién modal de las frecuencias observadas. No obstante,
este tipo de graficas también puede aportar informacién adicional. Observemos la
Fig. 7.44. Se muestran las curvas dependientes del dngulo de inclinaciéon que ya
aparecieron en la Fig. 7.30, junto con los valores asociados a los modelos sin rotacién.
Se anaden las cajas de error asociadas a cada filtro. Podemos ver céomo, para el
filtro b, existe un rango de angulos para los que se obtienen valores compatibles
con las observaciones. Esto restringirfa los valores de 7 al intervalo [40.5°,53.1°], lo
que llevaria a que la velocidad de rotacién estaria comprendida entre los valores
Q = 225y 28 km/s. Podemos considerar una velocidad intermedia, por ejemplo:
Q2 =~ 25 km/s (i = 46°). Este procedimiento, por tanto, proporciona velocidades de
rotacién compatibles con las obtenidas mediante los Diagramas de Petersen.

Mas atn, podemos considerar los Diagramas de Petersen de una serie de modelos
obtenidos con una velocidad de € & 25 km/s, pero con distintas metalicidades, lo
que nos permitiria afinar algo més los valores de metalicidad compatibles con las
observaciones. En la figura 7.45 se muestra el cociente IIy/0(£2) para tres valores
distintos: [M/H]=-0.09, 0.01, 0.11. Puede observarse que todavia no se tienen va-
lores concordantes con el observado, lo que apunta a velocidades algo mayores que
la considerada aqui. No obstante, hemos comprobado cémo a partir de dos estudios
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independientes (diagramas de color en presencia de rotacién y Diagramas de Peter-
sen) se pueden obtener resultados compatibles para la velocidad de rotacién de la
estrella.

Por 1ltimo, nétese que este proceso puede repetirse de forma iterativa, ya que
si construimos los diagramas de color equivalentes a los de la figura 7.44 a partir
de modelos calculados con una velocidad de €2 = 25 km/s, podemos obtener un
nuevo rango de velocidades de rotacion plausibles. El intervalo obtenido ha sido
més estrecho atin, seleccionando un valor de 35 km/s, con un error de +0.02 km/s,
i € [30.7°,36.9°]. Los Diagramas de Petersen correspondientes a esta velocidad,
con las tres metalicidades anteriores, se muestran en la figura 7.46, donde puede
observarse que la metalicidad compatible con las observaciones se sitia ahora entre
los valores [M/H]=0.01 y [M/H]=-0.09.

7.7.4. Conclusiones

En esta seccion se han utilizado los diagramas de Petersen clésicos y rotacio-
nales para acotar los valores de la metalicidad, velocidad de rotaciéon y masa de
los modelos, parametros que no podian ajustarse usando solamente las propiedades
pulsacionales de la estrella. Esto nos ha llevado a concluir que los valores reales de la
metalicidad, velocidad de rotacién y masa deben estar situados entre [M/H]=-0.09
y 0.11, Q =18 y 52.6 km/s, y M =1.75y 2.01 M, respectivamente.

Hay que tener en cuenta, como se ha mostrado en las graficas anteriores, que
las variaciones en los valores del cociente son muy pequenas, del orden de algunas
milésimas. Sin embargo, como en este caso se trata de una HADS, los valores de
las frecuencias estan determinados experimentalmente con gran precision, por lo
que puede utilizarse esta herramienta para llevar a cabo el estudio realizado. No
obstante, para otras estrellas habria que tener cuidado en la interpretacion de los
resultados, ya que los errores observacionales son mayores, y pudiera no tener sentido
llevar a cabo este tipo de anéalisis.

7.8. Conclusiones generales para RV Ari

Se ha llevado a cabo en este capitulo un estudio completo de las propiedades pul-
sacionales de la estrella RV Ari, y de como se ven afectadas por distintos aspectos
fisicos de los modelos, como la inclusion del tratamiento de la atmdsfera, la teoria
de la convecciéon utilizada, la anchura de la zona convectiva externa, la composicion
quimica y la rotacién. Las herramientas empleadas permiten obtener conclusiones
que completan los resultados obtenidos mediante la fotometria multicolor inicamen-
te, proporcionando informacién sobre la estructura interna de la estrella (Casas et
al., 2006).

Algunas de las conclusiones obtenidas, sin embargo, estan limitadas por las apro-
ximaciones utilizadas en el calculo tanto de los modelos en equilibrio como de las
pulsaciones, como puede ser la no inclusion de la interacciéon entre la conveccion y
las oscilaciones, o el tipo de rotacion empleada. El avance en estas areas de la Fisi-
ca Estelar permitirda un mejor conocimiento de las propiedades de las oscilaciones
estelares, y por tanto, de la estructura interna de las estrellas.

206



Capitulo 8

29 Cyg

8.1. Datos de la estrella

29 Cyg (HD 192640, HR 7736, o = 20"14™32.0%, § = 36°48".4, A Boo; Rodriguez
et al. 2000) es una variable pulsante de tipo ¢ Scuti multiperiédica de pequena am-
plitud (AV ~ 0.02). Desde el punto de vista espectroscépico, 29 Cyg pertenece
al grupo de estrellas tipo A Bootis, es decir, objetos de poblacién I que muestran
peculiaridades en la morfologia de algunas lineas metéalicas, asi como diferencias en
abundancias metédlicas, excepto para los elementos C, N, O y S. De hecho, fue la
primera estrella de este tipo a la que se le detecté cardcter pulsante (Gies y Percy,
1977). Sus colores en fotometria Johnson son: B —V = 0715y U — B = 0.m01
(Rodriguez et al., 2000), y su magnitud absoluta, calculada a partir de la paralaje
trigonométrica medida por el satélite HIPPARCOS (7 = 24.37 + 0.55 msa; ESA
(1997)) es de My = 1."86 £ 0.05, que estd en muy buen acuerdo con su magni-
tud absoluta fotométrica (My = 1.™80) obtenida a partir de fotometria Strémgren
(Rodriguez y Breger, 2001).

Winzer (1974) estudi6é 29 Cyg buscando variaciones en una escala de tiempo de
un dia o mas, no encontrando ninguna evidencia de variaciones de luz de periodos
cortos. Finalmente, Gies y Percy (1977) descubrieron su cardcter pulsacional, esti-
mando un periodo de unos 45 minutos. A partir de sus observaciones, los autores
estimaron que la amplitud de la oscilacion en el filtro V' era del orden de 0.02 mag.

Posteriormente, Handler y Paunzen (1995) confirmaron su variabilidad, estable-
ciendo su multiperiodicidad con un periodo dominante de 39 minutos. Kusakin y
Mkrtichian (1996) encontraron siete frecuencias, mientras que Paunzen y Handler
(1996) concluyeron que sus resultados eran consistentes con los de Gies y Percy
(1977). Rolland et al. (2002) llevaron a cabo una campafa coordinada entre los ob-
servatorios de Sierra Nevada del Instituto de Astrofisica de Andalucia y el de San
Pedro Martir, en México, en el ano 1996, encontrando 14 frecuencias significativas.
En este trabajo hemos utilizado las 3 para las cuales los desfases entre distintos filtros
pueden ser estimados con suficiente precisiéon como para realizar un estudio astro-
sismoldgico no adiabatico. A continuacién mostramos las principales caracteristicas
de esta estrella (Rodriguez et al., 2000; Rolland et al., 2002; Rodriguez, 2005):
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Tey 7980 K
log g 4.12
[M/H] -0.44
(X,Y,Z) | (0.7438,0.2496,0.0066)
vsing 80 km/s

Frecuencias observadas y datos fotométricos(Rodriguez 2005, a partir de los
datos de Rolland et al., 2002):

Frecuencia P (d) v (c¢c/d) v (uHz) A, (mag) fi/fi
fi 0.0336 29.7760  344.63 0.0039
fo 0.0288 34.7104 401.74 0.0056  0.858
f3 0.0267 37.4259 433.17  0.0127  0.796
fa 0.0397 25.1913 291.57  0.0035  1.182
fs 0.0364 27.5067 31837  0.0032  1.083
fe 0.0393 25.4631 294.71 0.0021  1.169
Iz 0.0316 31.6514 366.34 0.0021  0.941
fs 0.0301 33.2451 384.78 0.0020  0.896
fo 0.0304 329112 380.92 0.0017  0.905
10 0.0368 27.1457  314.19 0.0014  1.097
fu 0.0492 20.3431  235.45 0.0014  1.464
12 0.0317 31.5841 365.56 0.0013  0.943
i3 0.0359 27.8326 322.14 0.0012  1.070
fia 0.0279 35.8477  414.90 0.0011  0.831

¢u - Qby ¢v - Qby be - ¢y Au/Ay AU/A?J Ab/Ay
fi 95£50 —-09+39 06=£39 1.241+£0.112 1.345+0.080 1.207 £+ 0.076

fo 54+£36 —-25+1.7
fzs 6915 —-16+12

—13+£27 1.195£0.078 1.366 £0.058 1.243 £ 0.055

—0.6£1.2 1.165£0.033 1.309+£0.024

1.186 = 0.023

Caja fotométrica:

logg =4.32 — 3.92 (Alog g = £0.20)
log T,; = 3.910 — 3.804 (AT,; = £150 K)

8.2. Oscilaciones no adiabaticas sin rotacion

8.2.1. Modelos

Al igual que para la estrella anterior, hemos obtenido una serie de modelos para
29 Cyg, uno en el centro de la caja fotométrica, y otros cuatro, uno por cada esqui-
na de la misma. En principio se utiliz6 la caja de error estandar: Alogg = £0.25,
AT,y = £150 K. Sin embargo, los modelos correspondientes a las esquinas inferiores
estaban situados por debajo de la ZAMS, por lo que se opté por reducir su tamano.
En principio se ha descartado la rotacién, que serd incluida en la Sec. 8.4, y para
la conveccién se ha utilizado tnicamente la teoria MLT, con a = 1.5, 1.0 y 0.5, ya
que, como vimos en el capitulo anterior, la FST, con apst = 0.69, era inadecuada
para describir la zona convectiva externa, al menos para estrellas con temperaturas
del orden de la de RV Ari o mayores. En consecuencia, para la atmosfera se han
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M/Ms logT.; logg logL/L; Xc Edad o fuoin [
00 1.57 3.902 4.12 1.08 0.359 1284 1.5 188 661
01 1.57 3.902 4.12 1.08 0.361 1284 1.0 158 685
02 1.57 3.902 4.12 1.08 0.360 1282 0.5 148 727
10 1.81 3.910 3.92 1.37 0.198 1045 1.5 153 456
11 1.81 3.910 3.92 1.37 0.198 1045 1.0 146 460
12 1.81 3.910 3.92 1.37 0.198 1045 0.5 135 465
20 1.72 3.894 3.92 1.28 0.195 1213 15 134 439
21 1.72 3.894 3.92 1.28 0.195 1213 1.0 129 448
22 1.72 3.894 3.92 1.28 0.195 1213 0.5 129 448
30 1.48 3.910 4.32 0.88 0.588 772 1.5 249 988
31 1.48 3.910 4.32 0.88 0.588 772 1.0 246 1030
32 1.48 3.910 4.32 0.88 0.588 772 0.5 170 1092
40 1.42 3.804 4.31 0.81 0.575 935 1.5 198 831
41 1.42 3.804 4.31 0.81 0.575 935 1.0 198 870
42 1.42 3.804 4.31 0.81 0.575 938 0.5 198 947

Tabla 8.1: Modelos calculados para 29 Cyg, con atmésfera y sin rotacién. La con-
veccion se ha tratado con MLT. La temperatura estd dada en grados K, la gravedad
superficial g en el sistema cgs, y la edad en millones de anos. X¢ representa la frac-
cién de Hidrégeno en el centro. fin v finae muestran los limites inferior y superior
del intervalo de inestabilidad (uHz).

2.0 —
- M=181Myg —— |
M=1.72Mg -
i M=157Mg — == — |
L M=1.48Mg — —— — i
M=142Mg —---—---
1.5 —
©
1
~ [ N
—
o I -
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1.0 —
0.6 L L L L ‘ L L L L ‘ L L L L ‘ L L
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‘Og Tef

Figura 8.1: Diagrama HR de los modelos i2 (o = 0.5), representados por asteriscos,
con sus caminos evolutivos correspondientes. El area sombreada representa la caja
de error.
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a | Az/H, | % fo

0|15 0.84 0.14 | 186.22
01| 1.0 0.82 0.13 | 186.10
02105 0.74 0.12 | 186.52
1 (15 0.86 0.16 | 126.42
11 1 1.0 0.85 0.16 | 126.43
12 1 0.5 0.76 0.14 | 126.43
2 1.5 0.80 0.16 | 129.03
21 |1 1.0 0.78 0.18 | 129.03
22105 0.70 0.13 | 129.03
3 | 1.5 0.85 0.12 | 268.15
31| 1.0 0.84 0.11 | 268.15
32105 0.78 0.10 | 268.15
4 1.5 0.83 0.12 | 265.27
41 [ 1.0 0.82 0.12 | 265.28
42 | 0.5 0.78 0.11 | 265.08

Tabla 8.2: Valores de amax = Az/H, y del tanto por ciento del radio estelar que
ocupa la zona convectiva para cada uno de los modelos calculados. fy representa la
frecuencia del modo fundamental radial, en pHz.

utilizado solamente los modelos de Kurucz. Inicialmente hemos considerado la me-
talicidad observada (subsolar), con el objeto de realizar una primera aproximacién a
la identificacion modal de esta estrella. Sin embargo, dado que pertenece al grupo de
las A Bootis, posteriormente (Sec. 8.7) mostraremos los resultados que se obtienen
cuando se considera una metalicidad solar en el interior y subsolar en la atmésfera,
y compararemos las predicciones que se derivan en ambos casos.

En la tabla 8.1 se muestran las principales caracteristicas de los modelos calcu-
lados. Como antes, los limites inferior y superior del rango de inestabilidad, f.i, y
fmaz, se han obtenido interpolando el growth rate, y determinando las frecuencias
para la que éste cambia de signo. En la Fig. 8.1 se muestra el diagrama HR de los
modelos con o = 1.0, con sus correspondientes caminos evolutivos.

8.2.2. Rangos de inestabilidad

En la Fig. 8.2 se muestran los rangos de inestabilidad para todos los valores de
« utilizados, mediante la representacién del growth rate, n, de cada modo. Como
ya sabemos, cuando 7 > 0, el modo es inestable, y cuando n < 0, es estable. En
este caso, al contrario de lo que ocurria con RV Ari, se observa cierta dependencia
del limite inferior con el valor del parametro «, excepto en el caso de los modelos
4j7. Puede comprobarse también que las frecuencias del modo fundamental radial
predichas tedricamente no se acercan a los valores observados, quedando bastante
por debajo de éstos. Lo mismo ocurre con las frecuencias del primer sobretono radial
de cada modelo.

La dependencia del limite superior con el valor de a es bastante acusada para
todos los modelos, excepto para los 17. En general, las predicciones para a = 0.5
difieren significativamente de las obtenidas con av = 1.0 y 1.5. Ademas, puede com-
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Figura 8.2: [zquierda: growth rate de cada modo frente a su frecuencia del mismo,

para distintos valores de a. En lineas verticales se muestran las tres frecuencias
consideradas. La zona sombreada muestra el intervalo de frecuencias de los modos

detectados observacionalmente. Derecha: Eficiencia convectiva, en funcién de log T,

de cada modelo.
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Figura 8.3: Valor de « utilizado en el calculo de los modelos, frente al tamano de la
zona convectiva mas externa (en unidades de H,). La linea representa los puntos en
los que a = Az/H,.

probarse que disminuyendo este parametro, los limites superiores se desplazan hacia
frecuencias mas altas, con lo que los modos de érdenes elevados se van estabilizando.
Si se analizan las gréficas de la derecha, donde se muestra la eficiencia convectiva
en funcién del logaritmo de la temperatura, se observa que los modelos mas masivos
son aquellos para los que la conveccién es menos eficiente. Esto explicaria por qué,
para éstos, el limite superior del rango de inestabilidad es practicamente indepen-
diente del valor de «. La eficiencia convectiva alcanza los valores maximos para los
modelos menos masivos (4j), precisamente los que presentan mayor dependencia de
frmaz cON Q.

Al igual que se hizo en la anterior estrella, podemos preguntarnos en qué casos
se estan utilizando valores de o demasiado grandes. Para ello hay que analizar los
resultados mostrados en la tabla 8.2. Vemos que para todos los modelos, en los casos
en los que se ha utilizado o = 1.5 y a = 1.0, estos valores son mayores que los de
Az/H,, donde Az es el tamano de la zona convectiva, como ya sabemos, y H, es
la escala de presiones. Por lo tanto, en todos estos casos se estan utilizando valores
demasiado grandes, y se estda extendiendo de forma artificial el tamano de la zona
convectiva. Ademads, se observa que los valores de Az/H,, son muy parecidos en estos
casos, mientras que cuando « disminuye a 0.5, se obtiene un valor significativamente
menor del tamano de la zona convectiva. Esto nos explicaria por qué los limites
superiores que se estan estudiando son mas parecidos entre si en los casos de a > 1
que entre cualquiera de éstos y a = 0.5. Por tanto, podemos concluir que los valores
que parecen ser mas coherentes (en el sentido de que se obtiene o < Az/H,) son
aquellos para los que se utiliza a = 0.5 (j = 2). En efecto, obsérvese que en la Fig.
8.3, donde se muestran los tamanos de las zonas convectivas frente a los valores de
« utilizados, éstos son los tnicos modelos situados por debajo de la linea dada por
(v = Az/H,). La explicacién a esto la encontramos nuevamente en la delgadez de
las zonas convectivas y en la pequena eficiencia existente en las mismas. Resultados
parecidos habian sido obtenidos ya para RV Ari, lo que lleva a concluir que se hace
necesario un estudio cuidadoso de los valores de a que se utilizan en los calculos de
estructura estelar, y que generalmente no se realizan.
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Figura 8.4: Variacion de los limites de los rangos de frecuencias inestables en funcién
de la luminosidad (arriba a la izquierda), la masa (arriba a la derecha), la tempe-
ratura efectiva (abajo a la izquierda), y la densidad media (abajo a la derecha) de
los modelos. Se representan también las tres frecuencias observadas mediante lineas
horizontales. Se muestran solamente los resultados para o = 1.0, por claridad de las
figuras.

Para todos los modelos calculados se predice que las 14 frecuencias observadas
son inestables, por lo que pueden considerarse validos. Se puede observar en la
Fig. 8.2 que para los mas masivos dichas frecuencias se encuentran cerca de fqz,
mientras que para los menos masivos se aproximan a f,,;,. En el caso de los 27, la
frecuencia f3 se sitia cerca del limite superior, aunque sigue prediciéndose inestable,
por lo que pueden seguir considerandose validos. Por otra parte, hemos comprobado
que, como ya ocurria con RV Ari, estos limites aumentan con la densidad media,
mientras que no dependen de la temperatura efectiva (ver Fig. 8.4).

8.2.3. Observables no adiabaticos

En la Fig. 8.5 se presentan los valores de los observables no adiabéticos fr y ¥rp
de los modelos calculados. Dado que f; no depende de los pardmetros que estamos
considerando, como ya se comentd en la Sec. 7.2.4, no lo hemos incluido en este
estudio. Analicemos los resultados:

[ ] fT
En primer lugar, se puede comprobar que este observable apenas depende de «,
aunque aumenta ligeramente conforme disminuye el valor de dicho parametro.
Este comportamiento esta asociado a la mayor temperatura efectiva que tiene
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Figura 8.5: Observables no adiabéticos de los distintos modelos obtenidos para la
estrella 29 Cyg, en funcion de la constante de pulsacién, @). A la izquierda se muestra
fr v a la derecha el desfase, 7. Los valores asociados a los modos observados se
muestran mediante lineas verticales.
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Frecuencia del modo fundamental radial
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Figura 8.6: Frecuencia del modo fundamental radial a lo largo de la evolucion de los
distintos modelos, realizada con o = 0.5. La linea horizontal muestra el valor de la
frecuencia f; observada.

esta estrella. En efecto, como ya encontré Moya et al. (2004a,b), a partir de
logTer =~ 3.94, los observables no adiabaticos dependen muy débilmente de «.
Por otro lado, notemos que fr toma valores algo mayores que en el caso de
RV Ari, resultado también conocido de los trabajos anteriormente citados,
en los que se demuestra que su valor aumenta con la temperatura efectiva del
modelo.

Iq’T

En este caso se obtienen valores algo mas elevados que los de la estrella anterior,
debido de nuevo a la mayor temperatura efectiva de 29 Cyg. Asi, se observa
que incluso para a = 1.5, Uy toma un valor en torno a los 100° para el
modo fundamental radial. Estos resultados son compatibles con los de Moya
et al. (2004a,b), los cuales encuentran que este observable aumenta con la
temperatura efectiva. Asi pues, en este caso los valores se acercan a 180° (valor
adiabatico de W7 para el modo fundamental radial), aunque todavia son algo
bajos (se espera que el grado de no adiabaticidad no sea demasiado elevado).
Se observa también que W7 aumenta conforme disminuye «, resultado también
conocido de los trabajos anteriores y de la estrella RV Ari. La forma general
de las curvas (tanto para este observable como para fr) sigue, pues, la pauta
general de todos los estudios realizados hasta ahora.

8.2.4. Variacion de los observables no adiabaticos a lo largo
de la evolucion estelar

Vamos a estudiar de nuevo cémo varian los observables no adiabaticos para el
modo fundamental radial a lo largo de los tracks evolutivos asociados a cada uno
de los modelos que estamos considerando. En este caso se han llevado a cabo los
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Figura 8.7: Observables no adiabaticos para el modo fundamental radial a lo largo
de la evolucién de los distintos modelos. Se han obtenido utilizando la MLT con
a = 0.5. En la grafica superior se muestra fr, y en la inferior, Ur.

calculos utilizando tunicamente la MLT, con un valor de a@ = 0.5, que como hemos
visto, es el que mejor describe las propiedades de estas estrellas.

En la Fig. 8.6 se muestra la evolucion de la frecuencia del modo fundamental
radial a lo largo de los cinco caminos evolutivos. Por un lado, se observa que, como
en el caso de la estrella anterior, y como es esperable, su valor disminuye conforme
evoluciona la estrella. Por otro, vemos que f; se encuentra por encima de estas fre-
cuencias para todos los modelos, lo que indica que en ningin caso podré identificarse
ésta con el modo fundamental, que de hecho, se predice estable.
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En la Fig. 8.7 se muestra el comportamiento de los observables no adiabaticos
fr v ¥r del modo fundamental radial a lo largo de la evolucion. En primer lugar,
podemos comentar que, como se habia obtenido hasta ahora, conforme la estrella
evoluciona disminuyen los valores tanto de fr como de Ur. Este comportamiento es
sobradamente conocido y no insistiremos mas en él.

Para fr se observa un maximo en la zona de altas temperaturas, debida a la forma
que presentan los tracks. En efecto, en la Fig. 8.1 puede observarse que, excepto para
el mas masivo, los modelos aumentan su temperatura efectiva en las fases iniciales de
la evolucién, apareciendo un maximo en el diagrama HR, a temperaturas més bajas
cuanto menor es la masa. Por otro lado, ndtese que para temperaturas elevadas (por
encima de logT,; ~ 3.94), este observable apenas depende de la masa del modelo,
mientras que entre este valor y log T, ; ~ 3.85, las curvas se separan, (en este rango
fr aumenta con la masa), volviéndose a unir para logT.; < 3.85.

Con respecto a U, se obtienen también resultados esperados, aunque las curvas
se encuentran algo més proximas entre si que en el caso de RV Ari, de nuevo como
consecuencia de las mayores temperaturas consideradas. Se observa ademas que la
dependencia de este observable con la masa empieza por debajo de logT,; ~ 3.88,
temperatura algo menor que los valores encontrados hasta ahora. Esta diferencia
podria estar relacionada con la metalicidad de los modelos, que en este caso es sub-
solar, y por tanto bastante diferente a la de RV Ariy a las utilizadas en Moya et al.
(2004a,b). En efecto, con el objeto de obtener la temperatura efectiva y la gravedad
observadas, se han tenido que utilizar masas menores a las requeridas en el caso de
que la metalicidad hubiera sido la solar. Esto conlleva que las densidades medias
de los modelos sean mayores, derivandose algunas diferencias en los comportamien-
tos de los observables. Sin embargo, éstas son relativamente pequenas, siendo las
propiedades generales las mismas que las obtenidas anteriormente.

8.2.5. Conclusiones

Los resultados obtenidos estan en plena concordancia con los conocidos hasta
ahora, aunque en este caso, al tratarse de una estrella algo méas caliente que RV
Ari, se tienen comportamientos mas parecidos a los estudiados por Moya et al.
(2004a,b) que en el caso anterior. Por otra parte, aunque todavia se espera que el
tratamiento de la interaccién de la conveccion con la pulsaciéon pueda proporcionar
alguna mejora de los resultados, podemos aventurar que ésta no sera tan importante
como para la estrella anterior, ya que las zonas convectivas externas son en general
bastante mas pequenas, y la eficiencia menor.

8.3. Identificacion de los modos

8.3.1. Fotometria Stromgren

Pasamos ahora a estudiar los indices de color para la fotometria Stromgren, con
el objeto de comparar con los resultados experimentales. Se ha utilizado para la
atmosfera la teoria MLT, con a,y, = 1.25. Al igual que en el caso de la estrella
anterior, las frecuencias para las que se lleva a cabo este estudio son las mas cercanas
a las observadas, dentro de un rango de un 5% en torno a cada una de ellas. Ya

217



se comprobo en el capitulo anterior que este criterio era adecuado para seleccionar
solamente ciertos modos.

= Modelos 0j

Como puede apreciarse en la Fig. 8.8, los diagramas de color predicen para las
dos frecuencias f; y fo, dos posibilidades: £ = 0 y 2. Al no poder discriminar
entre ambos valores de ¢, ninguna de ellas puede identificarse de manera univo-
ca. Por otra parte, no hay ningiin modo compatible con los valores observados
para fs3, por lo que tampoco en este caso puede realizarse la identificacion.
Puede comprobarse que la dependencia de los valores de los cocientes de am-
plitud y las diferencias de fase de los modos radiales con el valor de o es menor
que la de los modos no radiales. Este resultado ya se encontré en el estudio de
RV Ari, por lo que podemos deducir que las pulsaciones radiales son menos
sensibles a este pardmetro (y a las diferencias en la estructura interna que
conlleva su variacién) que los no radiales. Ademads, se puede comprobar que
las predicciones tedricas obtenidas para a = 1.0 y 0.5 son mds parecidas entre
si que las correspondientes a o = 1.5, siendo mejor la correspondencia con los
indices observados para o < 1.0, aunque en este caso se pierde discriminacion
(este resultado también fue encontrado para la estrella RV Ari). Analicemos
los resultados para cada frecuencia por separado.

Para f; se tiene, con o = 1.5, que solamente el tercer sobretono radial (n = 4)
es compatible con las observaciones. Sin embargo, para o = 1.0 y 0.5 también
cabe otra posibilidad, el modo (2,2), aunque las predicciones en este caso son
algo peores. Para fy se encuentran tres posibilidades: (5,0), (3,2) y (4,2),
aunque los modos no radiales son candidatos solamente para a < 1.0. Por
ultimo, para f3 no tenemos ningtin modo, aunque el (5, 1) presenta unos valores
en las fases compatibles con los observados. Sin embargo, esto no es suficiente,
pues los correspondientes a las amplitudes quedan lejos de las barras de error,
lo que descarta este modo en la identificacion.

= Modelos 1)

En este caso las predicciones para f; son diferentes segin se tenga o = 1.5
o a < 1.0. En el primer caso se puede identificar con ¢ = 1, mientras que en
el segundo con el modo radial n = 7. Conforme disminuye el valor de « los
resultados de las fases mejoran algo. Para fy tenemos dos posibilidades para
a = 1.0: los modos (8,0) y (6,2). Sin embargo, los resultados para o = 0.5 son
bastante peores, ya que en este caso los valores de las fases varian lo suficiente
como para no permitir la identificacién. Por ultimo, para f3 no se tiene ningin
modo compatible con los indices de color observados, por lo que tampoco en
este caso se puede realizar la identificacion modal.

= Modelos 2j

En este grupo de modelos podemos asociar f; con £ = 1y 2, para a < 1.0.
Para fy tenemos dos posibilidades: ¢ = 0 y 2, aunque esta ultima solamente
para o = 1.0. Por tdltimo, para f3 no aparece ningun candidato, ya que los
resultados tedricos no concuerdan con los experimentales. Tanto para estos
modelos como para los 15 se obtienen mejores predicciones con o = 0.5 para
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Figura 8.8: Cociente de amplitudes A, ,;,/A, y diferencias

de fase ¢yupy — Oy

para las tres frecuencias. Grupo de modelos 0j. Izquierda: Frecuencia fi, centro:
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Figura 8.10: Cociente de amplitudes A, ,;,/A, y diferencias de fase ¢y 5, — @y
para las tres frecuencias. Grupo de modelos 2j. Izquierda: Frecuencia fi, centro:
frecuencia fy, derecha: frecuencia f3. En orden descendente: o = 1.5, 1.0, 0.5.
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Figura 8.11: Cociente de amplitudes A, ,;,/A, y diferencias de fase ¢y 5, — @y
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222




29Cyg—40 f,
T T

150 150 T T 150
140f 140 140
130F 1.30F 1.30F
< raof < r20f < r20f
H H H
(B0 110F 110F
100f 100 100
0% . . . . 080 . . . . 080 . . . .
300 350 400 450 500 550 300 350 400 o0 500 550 300 350 400 450 500 550
Aom) Anm) Anm)
20Cyg-40 29Cyg-40 f, 29Cyg-40 fy
20 T T T T 20 T T T T 30 T T T T
15p
20F
10f
10f
. — _of
2 3 3
1 of L L
ks k3 k3
oF
o
“10f
—1of
-20 . . . . -10 . . . . -20 . . . .
300 350 400 450 500 550 300 350 400 450 500 550 300 350 400 50 500 550
Aom) Anm) Anm)
29Cyg-41 1, 29Cyg-41 f, 29Cyg-41 f5
1.60 T T 150 T T T T 1.50 T T T T
150 ~ % .
G 140F 140F , .
. 8 S
. NS \
140 . NS .
X Lok % E o 1 E
< rsof 3 < ) N < .
K H , X H .
) 3 120F . \ E 120F \ E
5 110f ’ e 110f N
110f P E N
\Y NS
1.00 . . . . 1.00 . . . . 1.00 . . . .
300 350 400 450 500 550 300 350 400 450 500 550 300 350 400 450 500 550
Aom) Anm) Anm)
29Cyg—41 29Cyg-41 fa 29Cyg-41 f3
15 T T T T 15 T T T T 15 T T T T
0p 10 10
=~ o P P
= = =
i i i
o oo oo
5[ 5[ ]
(U
-10 -10 . 1 . 1 -10 . 1 . 1
300 550 300 350 400 500 550 300 350 40 50 500 550
) Anm) Anm)
29Cyg-42 29Cyg-42 fa 29Cyg-42 f3
150 T N T T 150 T T T T 1.50 T T T T
A
140 140 140 y AN
1sof E 1o 1o ‘ 1 E
g N N .
H B 3 \
120F B 120 1.20F . E|
\,
110f 110 E 110 N4
1.00 . . . . 100 . 1 . 1 1.00 . 1 . 1 \
300 350 40 0 500 550 300 350 400 450 500 550 300 350 400 450 500 550
) Anm) Anm)
29Cyg-42 fa 29Cyg-42 f3
15 10 T T T T 10 T T T T
0p
s
. sp =
= =
i T oo
L ©
sl
.
-10 1 1 . 1 -10 . 1 . 1 -10 . 1 . 1
300 350 40 450 500 550 300 350 400 450 500 550 300 350 400 450 500 550
) Anm) Anm)

Figura 8.12: Cociente de amplitudes A, ,;,/A, y diferencias de fase ¢y 5, — @y
para las tres frecuencias. Grupo de modelos 4. Izquierda:
frecuencia f,, derecha: frecuencia fs3. En orden descendente:
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Frecuencia fi, centro:

a=1.5,1.0,05




‘ ‘ a ‘ fi ‘ 2 ‘ J3 ‘
00| 1.5 (4,0) (5,0) -
011]1.0 (4,0) (2,2) (5,0) (3,2) (4,2) -
02105 (40)(22) | (5,0) (3.2) (4.2) -
10| 15 (5,1) (8,0) (8,1) -

11] 1.0 (7,0) (8,0) (8,1) -
121 0.5 (7,0) (8,0) (8,1) -
20 | 1.5 (5.1) (9,0) -
21 11.0 (5,1) (5,2) (9,0) (6,2) -
22 1 0.5 (5,1) (5,2) - -
30| 1.5 (2,0) (3,0) (2,2) -
311 1.0 (2,0) (2,1) (1,2) (3,0) (2,2) -
321051 (2,0) (2,1) (1,2) (3,0) (2,2) -
40 | 1.5 (2,0) (2,1) (3,0) -
41 | 1.0 | (2,0) (2,1) (1,2) (3,0) (2,2) -
421 0.5 (2,0) (2,1) (1,2) (3,0) (2,2) (3,0) (3,1)

Tabla 8.3: Identificaciéon de los modos para las tres frecuencias. Para la atmosfera se
ha utilizado aue, = 1.25. Los pares (n, £) indican los valores del orden radial y del
grado angular, en ese orden.

la frecuencia f;, y con o = 1.0 para f5, lo que no nos permite seleccionar un
valor para este parametro.

= Modelos 35 y 4)

Para ambos grupos de modelos (los menos masivos) se tienen resultados simi-
lares: f; es compatible con £ =0, 1y 2,y fo con £ = 0y 2. Ademés, parece que
las predicciones mejoran conforme disminuye el valor de «, aunque se pierde
discriminacién. Por otra parte, f3 sigue sin poder identificarse adecuadamente,
siendo posible unicamente para el modelo 42 (o = 0.5), donde tenemos dos
candidatos: £ =0y 1.

Obsérvese que para los modelos més masivos (07, 15 y 2j) se seleccionan modos
con 6rdenes radiales elevados (n > 4), mientras que para para los menos masivos
(37 y 4j) son posible modos algo méds cercanos al fundamental (n = 1y 2). Para
esta estrella no se obtiene una identificacion modal tan buena como en la anterior,
siendo mas dificil también seleccionar un tinico valor de a para todos los modelos y
todas las frecuencias.

Vamos a comparar a continuacion estos resultados con los obtenidos con i, =
0.5. Analicemos en primer lugar el comportamiento de dx y v, (recordemos que
estas variables estan asociadas a las derivadas del flujo y a la integral sobre el “limb-
darkening” de cada filtro). En la tabla 8.4 se muestran los resultados obtenidos para
n =4, ¢ = 0. Los valores de 7, y 7, apenas se modifican, ya que dependen fundamen-
talmente de aspectos geométricos. Las variaciones de dv y db son mas acusadas, ya
que ambas variables aumentan conforme disminuye el valor de « en el interior. Las
diferencias entre los casos Qatm = 1.25 v @t = 0.5 son significativamente mayores
que las que existian para RV Ari, ya que para aquélla no llegaban al 1%, mientras
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« Interior | av atm. ov Yo ob Vb fr Nz
1.5 1.25 | 31.236 | 4.635 | 27.226 | 3.640 | 5.858 | 91.380
1.0 1.25 35.847 | 4.650 | 31.222 | 3.643 | 6.727 | 112.656
0.5 1.25 | 37.052 | 4.638 | 32.292 | 3.641 | 6.950 | 124.696
1.5 0.5 30.065 | 4.546 | 26.236 | 3.412 | 5.858 | 91.380
1.0 0.5 34.452 | 4.549 | 30.054 | 3.409 | 6.727 | 112.656
0.5 0.5 35.654 | 4.547 | 31.112 | 3.412 | 6.950 | 124.696

Tabla 8.4: Valores de las distintas variables que intervienen en la formula de Watson,
en funcion del tratamiento de la conveccion y del valor de « utilizado en el interior
y en la atmdsfera estelar. Modelos 0.

« interior | o atm. | ¢, — @y | Au/Ay | &b — @y | Ab/Ay
1.5 1.25 -1.309 1.428 | -0478 | 1.242
1.0 1.25 -1.171 1.419 | -0.422 | 1.240
0.5 1.25 -1.044 | 1.410 | -0.377 | 1.237
1.5 0.5 -1.506 1.371 | -0.311 | 1.193
1.0 0.5 -1.343 | 1.357 | -0.275 | 1.190
0.5 0.5 -1.203 1.351 | -0.246 | 1.189

Tabla 8.5: Diferencias de fase y cocientes de amplitudes para los filtros v y b.
Modelos 0j.

que para esta estrella son del orden del 4%. Esto podria estar relacionado con la
mayor sensibilidad de las derivadas del flujo y del limb-darkening en este rango de
temperaturas. Si analizamos ahora la dependencia de los indices de color para este
modo (tabla 8.5), observamos que las diferencias de fase apenas se modifican, lle-
gando las variaciones a ser, como mdximo, de un 8 %. Estas son dificiles de detectar
observacionalmente en la actualidad. Las diferencias encontradas en las amplitudes
llegan a ser del orden de un 4 %. En este caso, como ya hemos comentado, si existe
precisién observacional suficiente como para ser observadas. Por tanto, concluimos
de nuevo que los valores de los observables no adiabdticos (en los rangos de error
en los que nos movemos para esta estrella) influyen poco sobre los indices de color,
aunque la sensibilidad de la férmula de Watson en este caso es mayor.

En la Fig. 8.13 se muestran los resultados obtenidos para el modelo central y
Qatm = 0.5. Puede observarse que las predicciones mejoran sustancialmente para
todos los valores de « del interior estelar, sobre todo para los cocientes de ampli-
tudes. En este caso puede asociarse sin dificultad f; con los modos (4,0) y (2,2),
fo con (5,0), (3,2) v (4,2), y por primera vez puede identificarse f3 con ¢ = 1,
concretamente, con el modo (5,1). Los resultados también parecen seleccionar un
valor pequeno de « en el interior del modelo (a = 0.5). Finalizamos esta seccién
resaltando la importancia del estudio de las conclusiones que se obtienen con distin-
tos valores de aum, va que la predicciones y la identificaciéon modal pueden variar
sustancialmente.
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Figura 8.13: Cociente de amplitudes A, 4, /A, v diferencias de fase ¢,y — ¢, para
las tres frecuencias, usando MLT y aaim = 0.5. Modelos 0j. Izquierda: Frecuencia
f1, centro: frecuencia f5, derecha: frecuencia f3. En orden descendente: o = 1.5, 1.0,
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Diagramas fase-amplitud para el modo fundamental radial a lo largo de

la evolucién del modelo central. A la izquierda se muestran los resultados obtenidos
para la frecuencia fi, y a la derecha, para fs5. El rectangulo muestra la caja de error
observacional.

Se han calculado los indices de color a lo largo de la evolucién del modelo central
de la estrella 29 Cyg, con o = 0.5, para las frecuencias f; y fo. Hemos obtenidos los
resultados para los filtros u, v y b, usando solamente MLT. Nos hemos centrado en
los modos que parecen ajustarse mejor a las observaciones, tal y como se estudio en
la Sec. 8.3.1: n =4, £ =0 para f1, y n=2>5, £ =0 para f5. Los resultados obtenidos
se muestran en la Fig. 8.14.

Notese en primer lugar que durante la mayor parte de la evolucién de la estrella
el modelo presenta unos indices de color situados dentro de la caja de error obser-
vacional, sobre todo para edades tempranas, cuando la temperatura efectiva es lo
suficientemente elevada como para que no sea relevante la interaccion de la pulsacion
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con la conveccion. Esto es justo lo contrario de lo que ocurria con RV Ari, que era
maés fria y para la que se obtenian, en general, peores resultados. Podemos acotar la
edad de la estrella seleccionando aquellos modelos para los que los indices de color
estén dentro de las cajas de error para los tres filtros, junto con la restriccién de
que la frecuencia del primer modo se diferencie de f; en un 5% como méaximo. Los
resultados son los siguientes:

logTey, . = 3.895
logTey, = 3.905
Edad,,;, = 1250 Myr
Edad, e, = 1370 Myr

Con respecto a la segunda frecuencia, tenemos resultados algo peores en el filtro
u, pero aun asi, también en este caso podemos acotar tanto la temperatura efectiva
como la edad:

logTey, . = 3.896
logTey, = 3.906
Edad,,;,, = 1240 Myr
Edad, ., = 1360 Myr

Los resultados que se obtienen con las dos frecuencias son compatibles entre si y
con las observaciones, permitiéndonos acotar algo la caja de error en el diagrama HR.
Ademas, la concordancia entre los indices de color y los resultados observacionales
es mayor en este caso que en el anterior, debido fundamentalmente a la mayor
temperatura efectiva que posee esta estrella.

8.3.3. Conclusiones

En esta seccién se ha llevado a cabo una identificacién de los modos observados
a partir de la comparacion de las predicciones tedricas con los resultados obtenidos
de la fotometria Stromgren. No obstante, para poder llevar a cabo dicha identifica-
cion ha sido necesario utilizar ., = 0.5, ya que solamente asi pueden asignarse
claramente f; y fo con modos radiales (con n = 4 y n = b respectivamente), y f3
con el modo n =5, £ = 1. Ademas, los mejores resultados se obtienen con a = 0.5
en el interior estelar, aunque, como ocurria con la estrella anterior, de esta forma se
pierde algo de discriminacion en la identificacién de los modos.

Por otro lado, los modelos de las esquinas de la caja fotométrica proporcionan
una identificacién posible que habria que tener en cuenta, aunque en este trabajo no
nos hemos extendido en este punto, ya que un estudio exhaustivo seria muy costoso,
y no anadiria nueva informacion relevante para el objetivo del mismo.

8.4. Oscilaciones adiabaticas con rotacion

8.4.1. Modelos

Se trata de una estrella con vsint moderadamente alto, cercano al limite de
validez de la teoria perturbativa a segundo orden. Asi pues, nos ceniremos al valor
v = 80 km/s, y retomaremos la influencia del dngulo “” cuando abordemos la
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Figura 8.15: Diagrama HR de los modelos obtenidos con rotacién, v = 80 km/s,
con los caminos evolutivos correspondientes. La zona sombreada representa la caja
fotométrica estandar. Para la conveccion se ha utilizado o = 0.5.

fotometria multicolor. Por otra parte, dado que ya hemos visto que los mejores
resultados son los que se obtienen con a = 0.5, hemos usado este valor, y para la
conveccion, la MILT. En la tabla 8.6 se muestran los datos de los modelos calculados.

8.4.2. Acoplamientos por rotacion

A continuacion mostramos los estudios realizados sobre el acoplamiento de los
modos para todos los modelos calculados. Al igual que ocurria con RV Ari, las dife-
rencias de frecuencias |0 — 0’|, mostradas en la Fig. 8.17, dan cuenta de c6mo se ven
afectadas las pulsaciones debido a la degeneracién accidental. Se obtiene de nuevo

M/Mg logT.; logg logL/Ls Xc Edad  f Vo
1.58 3.902  4.12 1.08 0.366 1250 184.3 10.2
1.81 3.910 3.92 1.36 0.213 1032 127.7 7.6
1.72 3.894  3.93 1.27 0.210 1197 130.1 7.8
1.49 3.910 4.32 0.88 0.595 730 266.3 13.1
1.42 3.892  4.33 0.78 0.622 705 274.3 13.6

= w N = O

Tabla 8.6: Propiedades de los modelos obtenidos con rotacién, (2 = 80 km/s). La
temperatura efectiva esta dada en grados K, la gravedad superifical g en el sistema
cgs, v la edad en millones de anos. X¢ representa la fraccion de Hidréogeno en el
centro. fy es la frecuencia del modo fundamental radial y vq la frecuencia de rotacion
del modelo, ambas expresadas en pHz.
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Figura 8.16: Diferencia de frecuencias |0 — ¢'| para los cinco modelos de la caja
fotométrica frente a o (la frecuencia de los modos calculada sin acoplamiento), para
distintos valores de £. ¢’ es la frecuencia que se obtiene para cada modo cuando se
incluye la degeneracion accidental.

el incremento de estas diferencias con el orden radial de los modos. Sin embargo, en
este caso, al ser la velocidad de rotacién mayor, se aprecia mejor la tendencia lineal
de |0 —d’| con la frecuencia. Por tanto, tenemos dos comportamientos: para 6rdenes
bajos aparece una nube de puntos de la que en principio no puede derivarse ninguna
tendencia clara, mientras que para los altos aparece una dependencia mas o menos
lineal con la frecuencia. Esto es debido a la especial sensibilidad de los modos mixtos
(zona de baja frecuencia) con la rotacién.

El grado de mezcla de los armonicos esféricos se ha estudiado mediante los ya
conocidos coeficientes de contaminacién para cada pareja de modos degenerados, tal
y como se muestran en la Fig. 8.17. Para cada modelo aparecen dos graficas, una
correspondiente al acoplamiento entre modos con ¢ par (izquierda), y otra asociada
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Figura 8.17: Coeficientes de contaminaciéon para los cinco modelos de la caja fo-
tométrica frente a la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos pa-
ra las parejas (¢,0') = (0,2). Derecha: valores correspondientes a las parejas con

(6, 0) = (1,3).
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Modelo | n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —o'| (uHz) |
0 5,0,0 | 399.88 4,2,0 3.05 0.16
0 | 6,0,0]| 456.10 5,20 5.83 0.11
0 |3,1,-1] 370.39 2,3, -1 141 0.15
0 3,1, 1 | 350.15 2,3, 1 5.05 0.10
0 5, 1,-1 ] 429.07 3,3, -1 5.36 0.06
0 5,1,1 | 408.85 3,3, 1 5.86 0.09
0 4,2,0 | 399.86 95, 0,0 3.05 0.84
0 5,2,0 | 452.22 6,0,0 5.83 0.89
0 |23 -1] 361.86 3,1, -1 141 0.85
0 2,3,1 | 342.90 3, 1,1 5.05 0.90
0 |3 3 -1] 421.01 5,1, -1 5.36 0.94
0 3,3,1 | 401.80 5, 1,1 5.86 0.91

Tabla 8.7: Parejas de modos acoplados con frecuencias cercanas (en torno a un 5 %)
a las observadas, f1, fo v f3, para el modelo central. # denota los coeficientes de
contaminacién de los modos.

a ¢ impar (derecha). En este ultimo caso aparecen algunos puntos que representan
acoplamientos entre modos con el mismo valor de /.

En la tabla 8.7 se muestran los modos degenerados con frecuencias proximas
a alguna de las observadas. El nimero de modos que presentan acoplamiento es
elevado, debido a la velocidad de rotacion considerada en este caso, por lo que se
muestran solamente los correspondientes al modelo central.

Podemos calcular ahora los valores de |0 — ¢’| y de los coeficientes de contami-
nacién para todo el espectro de frecuencias. En la Fig. 8.18 puede apreciarse cémo
la diferencia de frecuencias aumenta de forma definida con el orden del modo. Tam-
bién puede observarse algo que ya nos aparecié en la Fig. 7.28 de la estrella RV Ari
(Sec. 8.4.2): las diferencias de las parejas (¢,¢') = (0,2) y (¢,¢') = (1,3) coinciden
hasta una cierta frecuencia, a partir de la cual adquieren comportamientos distintos,
quedando las de éstos tltimos por debajo de las otras. Esto se repite para todos los
modelos, aunque para los dos tltimos no se observa debido a que esta separacion
tiene lugar a frecuencias mas altas atin que las que se han representado.

Con respecto a los coeficientes de contaminacion (Fig. 8.19), volvemos a encontrar
un resultado conocido: los correspondientes a los modos con ¢ = 2 6 { = 3 son
mayores que los asociados a £ = 0 6 ¢ = 1, tomando valores cercanos a la unidad (en
torno a 0.9) en el primero de los casos. Esto puede deberse a que estamos analizando
modos con érdenes bastante elevados y, como ya sabemos, conforme aumenta el
orden de los modos, los valores para ¢ = 2 y £ = 3 tienden a 1, mientras que para
¢ =0y ¢=11lo hacen a 0. Por tanto, para altas frecuencias encontramos de nuevo
un aumento de los efectos de la degeneracion accidental tanto sobre las frecuencias
como sobre las autofunciones de los modos. Las distintas ramas que se observan
corresponden a diferentes valores de m.

En la Fig. 8.17 se pueden identificar claramente algunas parejas con el mismo
valor de /. En la tabla 8.8 se muestran las propiedades de estos modos. Vemos que los
coeficientes de acoplamiento son muy pequenos, hasta el punto de que para m = —3,
éste practicamente se anula. Por tltimo mencionaremos la presencia de nuevo de una
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Figura 8.18: Diferencia de frecuencias |0 — ¢’| para los cinco modelos de la caja
fotométrica frente a o (la frecuencia de los modos calculada sin acoplamiento), para
distintos valores de £. Se muestra todo el espectro de pulsacién.

pareja de modos (¢,¢') = (0,2) con coeficientes de contaminacién en torno a 0.5, y
con 6rdenes radiales entre -3 y 2, aproximadamente. Se tratan de nuevo de modos
mixtos con frecuencias muy préximas entre si, como puede apreciarse en la tabla
8.9.

Observamos, pues, los mismos tipos de comportamiento que ya conociamos del
estudio de la estrella RV Ari, incluso cuando observamos todo el espectro (Fig.
8.19), pesar de la mayor velocidad de rotacién considerada en este caso.

8.4.3. Fotometria multicolor

A continuacién estudiamos la influencia de la degeneracion accidental sobre la
identificacién modal realizada en la Sec. 8.3.1. Siguiendo el método desarrollado
en la Sec. 7.5.3, analizamos la variacion de los indices de color con el angulo i de
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Figura 8.19: Coeficientes de contaminaciéon para los cinco modelos de la caja fo-
tométrica frente a la frecuencia de los modos. Se muestra todo el espectro de pul-
sacion. Izquierda: valores obtenidos para las parejas (¢, (') = (0,2). Derecha: valores
correspondientes a las parejas con (¢,0') = (1, 3).
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n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —o'| (uHz) |

4 3,-3| 49321 5,3, -3 2.32 0.01
4,3,-2 | 486.23 D, 3, -2 1.84 .08
4,3,-1 | 478.19 5, 3, -1 2.42 .08
4,3,0 | 467.09 9,3,0 2.67 .09
4,3,1 | 458.89 9,3, 1 2.43 .09
4, 3,2 | 447.63 9, 3,2 1.88 .09
43,3 | 43531 5,3, 3 2.12 10

Tabla 8.8: Propiedades de los acoplamientos entre parejas de modos con el mismo
valor de ¢ para el modelo central.

Modelo | n, £, m | n', ¢/, m' | B B
0 1,0,0 | -2,2,0 | 051049
2 1,0,0 | -3,2,0 [0.49]0.51
3 [ 1,00 1,20 |051]049
4 2,0,0 1,2,0 ]0.50 | 0.50

Tabla 8.9: Propiedades de los acoplamientos entre modos mixtos con (¢, ¢") = (0, 2)
para el modelo central.

inclinacién de la estrella. Para ello variamos éste entre —180° y +180° mediante
pasos en cost de 0.02.

Empezamos con los modos acoplados mostrados en la tabla 8.7. Vemos de nuevo
que nos encontramos con dos tipos de curvas, unas “abiertas”, aquellas que no llegan
a describir una vuelta completa, y otras “cerradas”, que describen como minimo una
vuelta, segun el valor de m. El primer tipo de figura se corresponde con los modos

Modelo 0. (5.0,0) - (4,2,0) Modelo 0. (6,0,0) - (5,2,0) Modelo 0. (3,1,1) - (2,3,1)

Modelo 0. (3,1,1) - (2,3,1)

Modelo 0. (5,1,1) - (3,3,1)

Figura 8.20: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de las parejas que se muestran
en la tabla 8.7. Los valores que se obtienen cuando no se tiene en cuenta la rotacion
se muestran mediante cuadrados, etiquetados segin su valor de ¢. u —y y u/y
representan, respectivamente, las diferencias ¢, — ¢, y los cocientes A, /A,.
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Figura 8.21: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de los modos acoplados con el
mismo /. Igual que antes, se muestran los puntos correspondientes a las predicciones
sin rotacion, representados mediante cuadrados.

m = 0, y el segundo con los m = £1. Como novedad nos encontramos con un
acoplamiento ¢ = 0 — ¢’ = 2 que préacticamente describe una vuelta completa (ver
Fig. 8.20). Se observa que la mayor densidad de soluciones se encuentra en torno a
las predicciones asociadas a los modos con ¢ < 1, las cuales se corresponden ademas
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Figura 8.22: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de los modos mixtos con
¢ =0y ¢ =2, acoplados. Como en las dos Figs. anteriores, se muestran los puntos
correspondientes a las predicciones sin rotacion, representados mediante cuadrados.

con el rango de angulos intermedios. Por ejemplo, en la grafica asociada a la pareja
(n,n’) = (6,5) se comprueba que el modo ¢ = 0 se podria identificar como un ¢ = 2
si se observara desde los polos (i cercano a +180° 6 —180°), mientras que para la
mayoria de los angulos de observacion se obtendrian unos indices de color cercanos
a los correspondientes a un ¢ = 0 puro. Si nos fijamos en la grafica correspondiente
a (n,n') = (5,4), observamos que nunca se identificarfa el n = 5 como un ¢ = 2, sino
como un ¢ = 0. Las graficas asociadas al acoplamiento (¢, ¢') = (1, 3) presentan un
comportamiento mas complejo. Sin embargo, se observa una caracteristica general:
la mayor densidad de soluciones se obtiene, con diferencia, en torno a ¢ = 1, y
solamente para angulos cercanos a 180° se observaria como un ¢ = 3. Como ya se
coment6 en el caso de la estrella RV Ari, puede suceder que el angulo de inclinacion
de lugar a unos indices de color cercanos a los correspondientes a otros modos (desde
¢ = 0 hasta ¢ = 3), por lo que hay que relizar un anélisis riguroso para poder obtener
la identificacion adecuada, que puede no ser univoca.

Las graficas correspondientes a las parejas de modos que tienen el mismo valor
de ¢ se muestran en la Fig. 8.21, observandose que las formas de las curvas son
completamente diferentes a las del caso anterior. En concreto, la que se obtiene para
la pareja (4, 3,2) — (5,3, 2) describe una trayectoria amplisima en el diagrama fase-
amplitud, siendo el primer caso en que nos encontramos una curva asi. Por ultimo,
en la Fig. 8.22 se muestran las curvas asociadas a las parejas de modos mixtos
(¢,0') = (0,2). Vemos que en todos los casos es imposible identificar el modo como
un ¢ = 2, independientemente del angulo, resultado ya obtenido para la estrella
anterior.
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8.4.4. Conclusiones

En esta seccion hemos estudiado los efectos de la rotaciéon y en conreto de la
degeneracion accidental, sobre las propiedades pulsacionales de 29Cyg. Debido a
que la velocidad de rotacion es algo mas elevada que la de RV Ari, el niimero de
modos degenerados por rotacién es mayor, obtiéndose algunos comportamientos di-
ferentes en las curvas de los diagramas fase-amplitud. Por otro lado, hemos vuelto a
encontrar que la diferencia |0 — ¢’| aumenta de forma casi lineal con la frecuencia,
lo que indica que cuanto mayor es el orden de un modo, mas se ve afectado por
el acoplamiento. Por otro lado, hasta una cierta frecuencia el valor de |0 — o’| es
independiente del valor de ¢, mientras que a partir de ella, generalmente las pare-
jas con ¢ = 0y 2 se separan de las que tienen ¢ = 1 y 3. Este resultado ya fue
obtenido para la estrella RV Ari, aunque por ahora desconcemos la causa de este
comportamiento.

Hemos encontrado de nuevo que los coeficientes de contaminacion de los modos
con { =0y ¢ =1 tienden asintéticamente a 0, mientras que los de £ =2y ¢ =3 lo
hacen a 1. Luego el peso de los armoénicos esféricos con valores de £ altos es cada vez
mayor, como ya sabemos, lo cual se debe a las diferencias en los modos de inercia.
Por otra parte, se encuentra nuevamente una dependencia de estos coeficientes con
el valor de m.

Las conclusiones a las que hemos llegado son, pues, las mismas que se obtuvieron
para RV Ari con una velocidad de 52.6 km/s. A pesar de tener en este caso una
estrella con mayor velocidad de rotacién, no encontramos nuevos efectos, a no ser
diagramas de color algo mas complicados, ya que en algunos casos, al variar el
angulo desde —180° a 180°, las curvas describen varias vueltas en los diagramas
fase-amplitud (ver Figs. 8.20 y 8.21).

8.5. Efectos de la evolucién sobre los acoplamien-
tos por rotacion

Pasamos a estudiar el comportamiento del acoplamiento de los modos, y en
concreto de los coeficientes de contaminacion, a lo largo de la evolucion estelar. Para
ello hemos obtenido el camino evolutivo del modelo central de la caja fotométrica
haciendo uso de las dos aproximaciones ya utilizadas: rotacion rigida y rotacion
diferencial. En ambos casos se ha elegido la velocidad de rotacion en la ZAMS de tal
manera que se obtenga un modelo compatible con las observaciones (log T,y = 3.902,
log g = 4.12, Q = 80 km/s).

8.5.1. Rotacion rigida

En la Fig. 8.23 se muestran las diferencias |0 — o’| en funcién de la frecuencia
de los modos para tres momentos evolutivos: el primero practicamente en la ZAMS,
(50 millones de anos), el segundo en el punto del diagrama HR proporcionado por
las observaciones (1250 millones de anos), y el ultimo casi al final de su vida en la
secuencia principal (1740 millones de anos). Como puede comprobarse, el nimero
de modos afectados por la degeneracion accidental aumenta considerablemente a lo
largo de la evolucion, sobre todo hacia el final de la vida de la estrella en la Secuencia
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Figura 8.23: Diferencias |o — ¢’| para tres puntos del camino evolutivo obtenido con
rotacién rigida, en funcién de la frecuencia de los modos: a) modelo con 50 millones
de anos, v = 57.3 km/s; b) modelo con 1250 millones de anos, v = 82.5 km/s; ¢)
modelo con 1740 millones de afios, practicamente al final de la secuencia principal,
v =134.0 km/s.

Principal. Dado que al usar esta aproximacion permanece constante la velocidad de
rotacién de la estrella (Sec. 2.5.1), este incremento en el nimero de acoplamientos
esta propiciado por el empaquetamiento de los modos.

En la Fig. 8.24 se muestra la variacion de las frecuencias de algunos de los modos
a lo largo de la evolucion. A la izquierda se observan los valores afectados tinicamente
por la rotacion, pero no por el acoplamiento, mientras que a la derecha se ha incluido
este dltimo. Es identificable el efecto del avoided crossing sobre las frecuencias (a
temperaturas més bajas, cuando la estrella estd4 més evolucionada), ya que provoca
variaciones bruscas en las mismas cuando dos modos se acercan lo suficiente como
para acoplarse. Por ltimo, hay que notar que se han representado tunicamente un
par de modos de cada tipo (f, g y p), con el objeto de no complicar demasiado las
figuras. Para los dos primeros casos se ha elegido £ = 2, 3, m = 0, mientras que para
el ultimo, ¢ = 0.

En la Fig. 8.25 se muestran los coeficientes de contaminacién obtenidos para estos
tres tipos de modos, pudiendo observarse como el nimero de acoplamientos aumenta
con la evolucion (de arriba hacia abajo). Aunque el comportamiento general de estos
coeficientes es similar al encontrado en RV Ari, constatamos la presencia de un buen
nimero de modos ¢ = 3 con ( < 0.45. Estos se corresponden con acoplamientos en
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Figura 8.24: Evolucién de la frecuencia adimensional de algunos modos g (graficas
superiores), f (graficas centrales) y p (gréficas inferiores) para el modelo obtenido
con rotacion rigida. A la izquierda se muestran las frecuencias calculadas teniendo
en cuenta la rotacion, pero no el acoplamiento. En las graficas de la derecha ya se
han incluido los efectos de éste.

parejas con el mismo valor ¢, cuyo comportamiento es diferente al resto.

En la Fig. 8.26 se muestran los coeficientes de contaminacion de ciertos modos
a lo largo de la vida de la estrella. Puede observarse que éstos se modifican aprecia-
blemente con la evolucién estelar, a pesar de que para RV Ari se obtenian valores
practicamente constante. También hay una diferencia con respecto a la estrella an-
terior, y es que en aquélla llegaba un momento de la evolucion en la que los modos
g v f ya no presentaban coeficientes 3 = 0.5, mientras que en este caso si se obtie-
nen estos valores para los estadios més tardios (esto es, para temperaturas efectivas
bajas).
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Figura 8.25: Coeficientes de contaminacion para los tres puntos anteriores del camino
evolutivo anteriores, en funcién de la frecuencia de los modos. Izquierda: valores
obtenidos para las parejas (¢,¢') = (0,2). Derecha: lo mismo, pero para las parejas
(¢,0') = (1,3). En orden descendente: modelos con 50, 1250 y 1740 millones de anos.

8.5.2. Rotacion diferencial

En esta ocasiéon se ha utilizado la rotacién diferencial en los calculos. Nos queda-
mos con tres momentos de la vida de la estrella, correspondientes a 50, 1250 y 1550
millones de anos. En la Fig. 8.27 se muestra la diferencia de frecuencias |0 —o’| para
estos tres momentos evolutivos. Puede apreciarse de nuevo cémo estas diferencias
aumentan con la edad (téngase en cuenta que aunque se observan algunos modos
en el modelo de 1250 millones de anos con diferencias de frecuencias muy elevadas,
la mayoria se sitia por debajo de los 40 - 50 pHz, mientras que en el modelo mas
evolucionado es frecuente tener |0 —o’| 2 50 pHz). Como ya hemos comentado (Sec.
7.6.2), la causa de esto se encuentra en el progresivo empaquetamiento de los modos.

En la Fig. 8.28 mostramos la evolucién de las frecuencias a lo largo de la vida de
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la estrella. En las graficas de la derecha se observan los efectos de los acoplamientos.
Como era de esperar, los modos mas afectados son los modos mixtos.

Con respecto a los coeficientes de contaminacion, en la Fig. 8.29 se representan
sus valores para las tres edades consideradas anteriormente. Podemos observar, por
un lado, que el nimero de acoplamientos aumenta significativamente con la evolu-
cién, como ya sabemos. Ademas, vemos que el nimero de acoplamientos entre modos
con el mismo ¢ es mayor que en el caso de rotacion rigida. En la Fig. 8.30 se muestra
la evolucién de los coeficientes de contaminacion con la edad para los mismos modos
estudiados en la seccion anterior. En estas graficas puede observarse que el niimero
de acoplamientos es importante, como se aprecia por la gran cantidad de puntos.

Por ultimo, nétese que los tipos de acoplamientos para § = 0.5, que se dan en
modos f y g desaparecen a partir de una cierta temperatura, cosa que no ocurria
con la aproximacion de rotacion rigida.

8.6. Diagramas de Petersen para 29 Cyg

Como ya sabemos (ver Sec. 7.7), el estudio de los Diagramas de Petersen, esto es,
de II; o frente a logIly, nos proporciona informacién independiente sobre la masa,
metalicidad y estado evolutivo de la estrella en cuestién. Aunque los modos radiales
estan fuertemente relacionados con la densidad media de la estrella, la dependencia
con ésta de los cocientes de frecuencias para érdenes superiores al primero es por
ahora desconocida. En este capitulo, puesto que hemos identificado (ver Sec. 8.3.1)
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Figura 8.27: Diferencias |o — ¢’| para tres puntos del camino evolutivo obtenido con
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millones de afios, v = 115.6 km/s; b) modelo con 1250 millones de anos, v = 82.7
km/s; ¢) modelo con 1550 millones de afos, practicamente al final de la secuencia
principal, v = 67.1 km/s.

fi v fa2 como tercer y cuarto sobretonos radiales respectivamente (n =4 y n = 5),
hemos querido generalizar estos diagramas a una representacion del cociente I14/3
frente a logIls, donde II; es el periodo del sobretono i-ésimo (n = i + 1), en dias,
para comparar con el valor observado. De esta manera, esperamos acotar parametros
como la masa y la metalicidad, a semejanza de lo realizado para la estrella anterior.
Aunque hasta ahora no se han estudiado ni representado este tipo de cocientes,
pretendemos mostrar cuanto se acercan al valor observado, por lo que hemos optado
por representar graficamente su evolucion. Denotaremos estos diagramas como I14/3.

En la Fig. 8.31 se muestra Il,/3 para los cinco modelos de la caja fotométrica,
calculados sin rotacién. Puede observarse que todos los tracks se sitiian por encima
del valor observacional, lo cual indica que en principio ningiin modelo parece ser
adecuado para describir esta estrella. De hecho, el que mas se aproxima es el méas
masivo, situado a una distancia de aproximadamente 0.003, ligeramente inferior a la
anchura de la zona de las estrellas de Poblacién I, de 0.004. Observamos, asimismo,
que el valor de los cocientes disminuye conforme aumenta la masa, al contrario de
lo que ocurre con II; 5, como se vi6 en la estrella RV Ari (Sec. 7.7).

En la Fig. 8.32 se muestra la dependencia de estos diagramas con la metali-
cidad de la estrella. Se presentan, en concreto, los tracks para dos valores de la
misma: el observado, [M/H]=-0.44, y uno de los extremos dentro de la barra de
error observacional (de 0.20 dex), [M/H]=-0.24. Puede comprobarse que al dismi-
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Figura 8.28: Evolucién de la frecuencia adimensional de algunos modos g (graficas
superiores), f (gréficas centrales) y p (graficas inferiores) para el modelo calculado
con rotacion diferencial. En las Figs. de la izquierda no se ha incluido la degeneracién
accidental, mientras que en las de la derecha, si.

nuir la metalicidad, aumenta el valor de los cocientes, al igual que ocurria con los
diagramas de Petersen clasicos (ver Sec. 7.7). Sin embargo, a pesar del fuerte incre-
mento en el valor de la metalicidad del modelo, no se consigue que los tracks pasen
cerca del punto observacional, quedando bastante alejado, y por encima de éste, en
concreto, a una distancia de 0.0045. La mejora en los valores del cociente se sitia,
pues, en torno al 11 %, claramente insuficiente como para reproducir los resultados
experimentales.

Por ultimo, en la Fig. 8.33 se muestra este tipo de diagramas para los cinco
modelos de la caja fotométrica, pero cuando se incluye la rotacion. En concreto,
se ha tomado una velocidad de rotacién de 80 km/s. Puede observarse que los
caminos evolutivos se presentan en este caso ligeramente desplazados hacia valores
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Figura 8.29: Coeficientes de contaminacion para los tres puntos del camino evolutivo
anteriores, en funcién de la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos para
las parejas (¢,¢') = (0,2). Derecha: 1o mismo, pero para las parejas (¢,0") = (1, 3).
En orden descendente: modelos con 50, 1250 y 1550 millones de anos.

mayores con respecto a los del caso sin rotacién (comparar esta grafica con la 8.31).
Este comportamiento es el mismo que se observaba para el cociente entre el modo
fundamental y su primer sobretono, con lo que vemos que al aumentar la velocidad
de rotacion se produce un alejamiento del valor observacional.

No conseguimos, pues, reproducir el valor medido a partir de las observaciones,
aun cuando se varien significativamente parametros como la masa, la metalicidad o la
velocidad de rotacion. En todos los casos se encuentra que los valores de los cocientes
se sitian por encima del experimental. Podemos, pues, plantearnos el motivo de
estos comportamientos. En primer lugar podria suceder que la hipétesis de partida
fuera incorrecta, esto es, que alguno de los modos que estamos estudiando no fuera
radial. Si observamos la Fig. 8.8, vemos que también seria posible que alguno de
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el modelo central de la caja fotométrica evolucionado con rotacién diferencial. La
evolucién viene caracterizada por la temperatura efectiva.

ellos se identificara con un modo no radial, si bien es verdad que las posibilidades
que tenemos concuerdan peor con los datos observacionales. Sin embargo, podria
existir otra explicacién, basada en la metalicidad, y que desarrollaremos con mas
extension en la seccién siguiente.

8.7. Estudio de 29 Cyg mediante modelos obteni-

dos con metalicidad solar

La identificacion de 29 Cyg como una A Bootis no puede ser ignorada en cual-
quier estudio de sus propiedades pulsacionales. Este tipo de estrellas, como comenta-
remos mas adelante, tiene la particularidad de mostrar una metalicidad subsolar en
la atmosfera, aunque en realidad sean estrellas de Poblacion 1. Sera interesante, por
tanto, tener en cuenta esta peculiaridad con el objeto de intentar explicar algunas de
las discordancias encontradas en las secciones anteriores. Empezaremos resumiendo
algunas de las caracteristicas de este tipo de estrellas.

8.7.1.

Estas fueron descubiertas por Morgan et al. (1943). Son de poblacién I y su
tipo espectral varia desde el A temprano hasta las F enanas, como se desprende
de los resultados obtenidos a partir de las lineas del hidrégeno. Presentan también
lineas metéalicas débiles para sus colores y tipos espectrales, y velocidades de rotacion

Propiedades de las estrellas A Bootis
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Figura 8.31: I1,/3 para los tracks de los cinco modelos de la caja fotométrica, obteni-
dos sin rotacién y con la metalicidad observada: [M/H|=-0.44. El circulo representa
el valor observado para el cociente de frecuencias. Los periodos estan dados en dias.

moderadamente elevadas. Son no magnéticas, y muestran ademas deficiencias muy
pronunciadas en los picos del hierro, del orden de 2 dex, pero abundancias solares
de C, N, O y S (Gray y Corbally, 2002). Aproximadamente el 2% de las estrellas
de campo de tipo A son miembros de esta clase.

Actualmente existe una teoria que intenta explicar sus propiedades. Propues-
ta por Venn y Lambert (1990), fue motivada por la similitud existente entre sus
patrones de abundancias y las del medio interestelar, donde los elementos menos
refractarios (C, N, O y S) permanecen en fase gaseosa. Esta teorfa introduce la
hipotesis de la acrecion de gas con bajo contenido en metales sobre la fotosfera de
estas estrellas, lo que produciria las abundancias encontradas sobre la base de sus
zonas convectivas superficiales. La tasa de acrecién requerida es de 1073M, por
ano (Charbonneau, 1993). Una vez que ésta se detiene, las deficiencias en meta-
les desaparecerfan en unos 10® afios (Charbonneau, 1993; Turcotte y Charbonneau,
1993). Esta teorfa sugiere que las A Bootis deberfan ser estrellas de tipo A bastante
jovenes (de la pre-secuencia principal o de la ZAMS), todavia asociadas a nubes de
gas y polvo. Utilizando los datos de las magnitudes absolutas del satélite Hipparcos
(ESA, 1997) para representar las estrellas A Bootis conocidas sobre el diagrama HR,
se encuentra que todas ellas caen entre la ZAMS y el final de la secuencia principal,
TAMS (Terminal-age main sequence), (Paunzen y Gray, 1997). Esta curiosa situa-
cién condujo a Gray y Corbally a sugerir que una estrella comienza a ser una A
Bootis poco antes de llegar a la ZAMS, y mantiene este caracter hasta bien entrada
en la Secuencia Principal gracias a una acrecion lenta y mantenida desde un disco
circumestelar persistente. Se puede encontrar soporte para esta hipétesis en el hecho
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de que una proporcién significativa de las A Bootis mas brillantes son de tipo Vega.

Esta teoria viene acompanada por la hipotesis de que este material circumestelar
podria ser enviado al entorno interestelar, con el objeto de explicar la nula presencia
de estrellas A Bootis en cimulos abiertos. Existen evidencias de la fotoevaporacion
de estos discos mediante fotones del ultravioleta lejano y de Lyman provenientes de
estrellas de tipo O en la Nebulosa de Orién (Johnstone et al., 1998; Throop et al.,
2001) y en M16 (Hillenbrand et al., 1993; Hester et al., 1996). Se sugirié entonces
que una estrella de tipo A que naciera en una regién de formacion estelar densa (que
sobrevive todavia como ciimulo abierto), tal y como la Nebulosa de Orién, perderia
su disco circumestelar por fotoevaporacion y entonces llegaria a la ZAMS sin éste,
pero con una disminucion en la metalicidad atmosférica.

Por otra parte, en tres articulos sucesivos, Faraggiana et al. (1997); Faraggiana
y Bonifacio (1999); Marchetti et al. (2001) avanzaron la hipétesis segun la cual el
fenémeno de las A Bootis podria ser explicado en base a los espectros compuestos.
Estos autores sugirieron que estos espectros, producidos por la luz combinada de dos
componentes similares podrian explicar, bajo ciertas circunstancias, la apariciéon de
lineas metalicas débiles. Demostraron ademas que un nimero de A Bootis eran en
efecto binarias (una mezcla de binarias espectroscépicas y visuales muy cercanas).
Sin embargo, el estudio no ha avanzado lo suficiente como para que se pueda concluir
que todas las estrellas de este tipo son binarias, o incluso que la frecuencia de
binarias entre ellas sea diferente a la que se encuentra entre las del tipo A normal y
F enananas.

Otra teorfa, propuesta por Michaud y Charland (1986), propone la pérdida de

248



RPD, 1=80 Km/s

—1.50 —1.40
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Figura 8.33: I14/3(£2) para 29 Cyg. Se han utilizado los cinco modelos de la caja
fotométrica con una tnica velocidad de rotaciéon: v = 80 km/s, usando la aproxima-
cién de rotacién rigida. El valor de la metalicidad utilizado ha sido [M/H]|=-0.44. El
circulo representa el valor observado para el cociente de frecuencias.

masa de la estrella acoplada con la difusion de material. Posteriormente fue refor-
mulada por Charbonneau (1993), quien mostré que incluso una cantidad moderada
de mezcla inducida por la rotacién es suficiente para impedir la profunda separa-
ciéon quimica requerida para producir las bajas abundancias en etapas tardias de la
evolucién. Puede encontrarse més informacion sobre las distintas teorias existentes
en Paunzen et al. (1997).

Con respecto al caracter pulsacional de las A Bootis, mas recientemente se han
llevado a cabo estudios sobre algunas de estas estrellas (Paunzen et al., 1998), y
en particular, sobre la que nos ocupa en este capitulo (Heiter et al., 1998; Rolland
et al., 2002). Observacionalmente, el principal problema se encuentra en que la
clasificiacion de estas estrellas, basada en indices fotométricos o en espectros de
baja resolucién, no es suficiente como para decidir la pertenencia o no a este grupo.
Es necesaria una detallada investigacion espectroscopica que permita distinguirlas
de otras estrellas con parecida clasificacién espectral pero diferentes patrones de
abundancias.

Dado, pues, que parece demostrada la pertenencia de 29 Cyg a este grupo de
estrellas, sefa necesario proceder a una comparacion entre los resultados obtenidos
en las secciones anteriores y las predicciones que se obtendrian a partir de modelos
calculados con metalicidad solar, y atmésfera baja en metales.
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M/Ms logT.; logg logL/Lo Xc Edad o  foin [
00 1.83 3.902 4.12 1.14 0483 670 1.5 209 670
01 1.83 3.902 4.12 1.14 0483 670 1.0 213 699
02 1.83 3.902 4.12 1.14 0483 670 0.5 204 759

Tabla 8.10: Modelos calculados para 29 Cyg, con atmodsfera, sin rotaciéon y con
metalicidad solar. La conveccion se ha tratado con MLT.

s ooof s ooof

—0.10F

-0.20C L L L1 L | -0.20C L L L1 L

Figura 8.34: Growth Rate de cada modo frente a su frecuencia. En lineas verticales
se muestran las frecuencias observadas. [zquierda: Modelo con metalicidad subsolar.
Derecha: Modelo con metalicidad solar. La zona sombreada muestra la zona de
frecuencias detectadas observacionalmente.

8.7.2. Modelos con atmosfera

Con el objeto de llevar a cabo este estudio se ha obtenido el modelo central de
la caja fotométrica con tres valores distintos de «, sin rotaciéon y con metalicidad
solar. Para la atmosfera se han utilizado los modelos de Kurucz. Los resultados se
muestran en la tabla 8.10. Vemos que la masa es superior a la que se obtuvo con
[M/H]=-0.44, de modo ahora es de 1.83M,. Téngase en cuenta que en ambos casos
estamos situados en el mismo punto del diagrama HR, lo que implica que varien
algunas magnitudes como la masa, el radio o la edad. Se puede observar que en
este caso el modelo es més joven que cuando se calculé con metalicidad subsolar.
Los rangos de inestabilidad también se han modificado ligeramente, haciéndose algo
mas estrechos, excepto para el modelo con a = 0.5. En la Fig. 8.34 se muestran las
graficas de los growth rates para los modelos con metalicidad subsolar (izquierda) y
solar (derecha).

8.7.3. Identificacion de los modos

En la Fig. (8.35) se muestran las predicciones tedricas obtenidas a partir de estos
modelos, comparandolas con los resultados observacionales. Nétese, a partir de los
datos expuestos en la tabla 8.11, que los modos que parecen corresponderse con
las observaciones son practicamente los mismos que ya obtuvimos con metalicidad
subsolar. Sin embargo, nos encontramos con dos diferencias. En primer lugar, la
identificacién para la frecuencia f3 es mucho mejor que en aquel caso, de manera
que ahora no solamente se le puede asociar el modo (6,0), sino también el (5,1) y
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Figura 8.35: Cociente de amplitudes A, ,;,/A, y diferencias de fase ¢y 5, — @y
para las tres frecuencias, usando MLT. Modelos 0j. Izquierda: Frecuencia fi, centro:
frecuencia fy, derecha: frecuencia f3. En orden descendente: o = 1.5, 1.0, 0.5.
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Figura 8.36: Cociente de periodos de los modos identificados en la tabla 8.11 frente
al logaritmo del correspondiente periodo, en dias. Los ciculos rellenos representan
los valores observacionales. Los asteriscos representan los valores de IIy/; frente a
log ITy, los rombos, 113/, frente a logIl,, y los tridngulos, los valores de I3/, frente a
log I1;.

el (5,2). La segunda diferencia es que en este caso el modo (4, 1) se ajusta bastante
bien a los resultados observacionales para o < 1.

A raiz de este analisis podemos explicar los resultados obtenidos en la seccién
anterior. En efecto, es muy posible que alguno de los modos sea no radial, con lo que
los cocientes no se corresponderan con los observados. Para intentar clarificar este
punto, hemos representado los diagramas de Petersen para este modelo, estudio que
exponemos a continuacion.

8.7.4. Diagramas de Petersen

En la Fig. (8.36) se muestran los cocientes de los periodos de los modos de la
tabla 8.11. Los circulos rellenos representan los valores observados. Los asteriscos
representan los cocientes Iy /TI; (donde II; representa el periodo de los modos de la

‘ ‘@‘ f1 ‘ fo ‘ /3 ‘
0 | 1.5 (4,0) (4,1) (5,0) (5,1)

0L | 1.0 | (40) (A1) | 5.0) B.1) (5.2) (6,0)

02 [ 05 | (4.0) (4,1) (52) (6,0) (5.1) (5.2)

Tabla 8.11: Identificacién de los modos para las tres frecuencias del modelo central.
Se ha utilizado oy, = 1.25.
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tabla 8.11) frente al logaritmo de los periodos II;. De igual modo, los rombos repre-
sentan los valores de los cocientes II3/I1;, en funcién del logaritmo de los periodos
I1;, y los tridngulos, I3 /TI5 en funcién del logaritmo de II.

Se puede observar que ahora los valores tedricos se aproximan a los experimen-
tales. Dado que al obtener los modelos estelares existe cierta incertidumbre en los
valores de la temperatura efectiva y la gravedad, asimismo se tiene una cierta in-
certidumbre en la densidad media, que puede aumentar o disminuir si se llevara a
cabo un ajuste mas fino. Esto provocaria un desplazamiento horizontal de los puntos
tedricos, que podrian llegar a coincidir con los observados. De hecho, nétese que la
distancia horizontal que existe entre éstos y los calculados numéricamente es la mis-
ma hacia la derecha y hacia la izquierda. Por tanto, podemos seleccionar los puntos
que se encuentran aproximadamente a la misma altura que los circulos, con lo cual
se restringe el ntimero de posibilidades. En concreto, tenemos dos, segun elijamos
los que estan a la izquierda o a la derecha de los valores observados:

LAl k[ f ]
(4,0) | (5,0) | (5,1)
(4.2)

1) [ (5,1) | (6,0)

(5.2)

Vemos, pues, que podemos restringir el nimero de modos posibles si se realiza el
analisis de los cocientes de los periodos conjuntamente con la identificacién modal.

8.8. Conclusiones generales para 29 Cyg

Se ha llevado a cabo el estudio de las propiedades pulsacionales de la estrella
29 Cyg, v la influencia que sobre ellas tienen el parametro de la conveccion « y
la rotacién. En este caso hemos obtenido mejores resultados con a = 0.5, dado
que al tratarse de una estrella mas caliente que RV Ari, tiene una zona convectiva
mas pequena. Esta conclusion se complementa con la comparacién con los resultados
obtenidos a partir de la fotometria Stromgren. La identificaciéon de los modos mejora
notablemente cuando se utiliza este valor de «, no solamente en el interior, sino
también en la atmosfera.

Debido a que se trata de una estrella relativamente caliente, no ha sido necesario
incluir en el estudio la influencia del tratamiento de la convecciéon mediante la teoria
FST, ya que hasta ahora solamente esta estudiada con caracteristicas propias de
estrellas de tipo solar, totalmente inadecuadas para el ejemplo que nos ocupa.

Por otro lado, no parece necesario en este caso incluir la interaccién de la pulsa-
cion con la conveccion, siendo mas relevante a temperaturas menores.

Por tultimo, dado que los cocientes de los periodos de los modos identificados no
coinciden con los valores observacionales, se ha optado por calcular nuevos modelos
con metalicidad solar. Esto viene avalado por algunos estudios existentes que iden-
tifican esta estrella como una A Bootis. Los resultados obtenidos en este caso para
f1 v f2 no varian significativamente con respecto a los anteriores en lo que respecta
a los modos radiales. Sin embargo, algunos no radiales parecen corresponderse con
los datos observacionales. Al incluirlos en el estudio del cociente de periodos, se res-
tringe significativamente el nimero de modos posibles que pueden corresponderse
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con cada una de las frecuencias. Ademas, la identificacién de la frecuencia f3 mejora
notablemente, siendo éste un resultado importante, ya que con metalicidad subsolar
no era posible asociarle adecuadamente ningtin modo.

Finalmente se apoya la teoria de que las A Bootis son estrellas de Poblacion
I con abundancias fotosféricas anémalas, probablemente como consecuencia de su
paso por nubes moleculares con bajo contenido en metales.
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Capitulo 9

HD 205

9.1. Datos de la estrella

La estrella HD 205 (SAO 10893, A5, V' = 8.™73, SIMBAD 2005) fue descu-
bierta como pulsante durante el transcurso de unas observaciones realizadas sobre
la variable de largo periodo V823 Cas, desde el Observatorio de Sierra Nevada en
el ano 2001 (Rodriguez et al., 2003). Su variabilidad fue obvia a partir de la primera
noche de observaciones, con un periodo de unas 4 horas, y amplitud de 0™.05. En
las noches subsiguientes se descubrié su multiperiodicidad, con un comportamiento
en las curvas de luz sumamente complejo. Inmediatamente fue reconocida como o
Scuti. Se encontraron seis frecuencias significativas, entre 5 y 14 ¢/d. En este tra-
bajo solamente hemos utilizado las dos principales, ya que son las Unicas para las
que se tienen datos a partir de los cuales pueden obtenerse desfases suficientemente
precisos para este estudio. A continuacién mostramos las principales caracteristicas
de esta estrella (Rodriguez et al., 2003):

Ter 7190 K
log g 3.60
[M/H] -0.11
(X,Y,Z) | (0.7211,0.2652,0.0137)

Frecuencias observadas y datos fotométricos (Rodriguez 2005, a partir de los
datos de Rodriguez et al., 2003):

Frecuencia P (d) v (¢/d) v (uHz) A, (mmag) fi/f;

fi 0.1873 5.3382 61.79 12.88
fo 0.1601 6.2453 72.28 15.83 0.855
f3 0.0753 13.2851 153.76 10.64 0.402
fa 0.1296  7.7140 89.28 7.84 0.716
fs 0.1496 6.6841 77.36 6.76 0.799
fe 0.0894 11.1550 129.11 5.44 0.479
¢u - Qby ¢v - Qby ¢b - ¢y Au/Ay Av/Ay Ab/Ay

fi 23+£53 -—-38+36 —-264+3.7 1.034+0.104 1.381+£0.094 1.467 4+ 0.093
fo 145+£45 0.7+£32 21+£32 1.156£0.090 1.425+£0.079 1.212+£0.069
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M/Ms logT.s logg logL/L; Xc Edad o foin  foae
00 2.09 3.856  3.60 1.54 0.042 902 2.0 59 187
01 2.09 3.856  3.60 1.54 0.042 902 1.5 60 195
02 2.09 3.857 3.61 1.53 0.045 900 1.0 60 200
03 2.09 3.857 3.61 1.53 0.045 900 0.5 60 204
04 2.09 3.856  3.60 1.54 0.035 906 0.69 60 217
10 2.15 3.866  3.60 1.59 0.047 830 1.5 63 201
11 2.15 3.866  3.60 1.59 0.047 830 1.5 65 205
12 2.15 3.866  3.60 1.59 0.047 830 1.0 69 210
13 2.15 3.866  3.60 1.59 0.047 830 0.5 69 219
14 2.15 3.866  3.60 1.59 0.049 830 0.69 58 212
20 2.03 3.848  3.61 1.48 0.041 980 2.0 55 187
21 2.03 3.848  3.61 1.48 0.041 980 1.5 58 188
22 2.03 3.848  3.61 1.48 0.045 977 1.0 59 193
23 2.03 3.848 3.61 1.48 0.044 978 0.5 60 193
24 2.03 3.848  3.61 1.48 0.048 975 0.69 60 206
30 1.90 3.867 3.80 1.34 0.180 1055 2.0 78 280
31 1.90 3.866  3.80 1.34 0.180 1055 1.5 79 292
32 1.90 3.866  3.79 1.34 0.180 1055 1.0 83 304
33 1.90 3.866  3.79 1.34 0.179 1057 0.5 85 313
34 1.89 3.866 3.80 1.33 0.182 1069 0.69 77 307
40 1.80 3.848  3.80 1.25 0.171 1245 2.0 68 333
41 1.80 3.848  3.79 1.25 0.173 1242 1.5 79 252
42 1.80 3.848  3.79 1.25 0.173 1242 1.0 79 261
43 1.80 3.848  3.79 1.25 0.173 1242 0.5 79 264
44 1.79 3.848  3.80 1.24 0.179 1255 0.69 79 282

Tabla 9.1: Modelos calculados para HD 205, con atmodsfera y sin rotacion. La con-
veccion se ha tratado con MLT y con FST. La temperatura estda dada en grados K,
la gravedad superficial g en el sistema cgs, y la edad en millones de anos. X¢ repre-
senta la fraccion de Hidrégeno en el centro. Se proporciona el valor de a para cada
uno de ellos; cuando es igual a 0.69, es porque ese modelo se ha calculado con FST.
fmin V fmae muestran los limites inferior y superior del intervalo de inestabilidad

(nHz).

Caja de error:
log g =3.80 - 3.60 (Alogg =10%)
log T, =3.866 - 3.848 (AT.; = £150K)

9.2.

9.2.1.

En este caso se trata de una estrella muy evolucionada (ver Fig. 9.1), ya cerca del
punto de turn-off, por lo que no existe ningtin modelo de la Secuencia Principal (SP)
con valores de log g menores que el observado. Esto indica que para una temperatura

Oscilaciones no adiabaticas sin rotacion

Modelos
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Figura 9.1: Diagrama HR de los modelos i0 (a = 2.0), representados por asteriscos,
con sus caminos evolutivos correspondientes, obtenidos sin rotacion y con atmosfera.
El rectangulo representa la caja de error.

efectiva en torno a los 7190 K, el menor valor posible de log g para estrellas en la SP
es de 3.60. Se podria haber optado por elegir modelos en la Post Secuencia Principal,
pero dado que la evolucién en esa zona es muy rapida, estadisticamente hay pocas
probabilidades de observar una estrella en esa etapa. Asi pues, en vez de tomar un
tamano estandar de la caja fotométrica (AT,; = £150, Alogg = +0.20), se ha
elegido una barra de error para la gravedad de: Alogg ="0".

Al igual que se hizo para las dos estrellas anteriores, se han calculado cinco
grupos de modelos, uno en el centro y los otros cuatro en las esquinas de la caja
anteriormente explicada. No se ha incluido la rotacion estelar, y para la conveccién
se ha utilizado la MLT, con aypr = 2.0, 1.5, 1.0 y 0.5, y la FST, con apst = 0.69,
con el objeto de comparar los resultados que se obtienen con ambos tratamientos.
Se ha incluido el tratamiento de la atmosfera de dos maneras: para los modelos
calculados con MLT se han utilizado los modelos de Kurucz (1993, 1998), y para
los que incluyen FST se han empleado los de Kupka y Montgomery (2002), basada
en Canuto y Mazzitelli (1991) y Canuto et al. (1996). En la tabla 9.1 se muestran
los parametros fisicos de los modelos calculados. Los valores de fim V fimaee han
sido obtenidos por interpolacion del growth rate, obteniendo las soluciones para las
cuales éste cambia de signo. En la Fig. 9.1 se muestra el diagrama HR de los modelos
calculados con o = 2.0, y los tracks evolutivos correspondientes.
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Figura 9.2: Izquierda: growth rate de cada modo frente a la frecuencia del mismo,
para distintos valores de «. En lineas verticales se muestran las dos frecuencias
consideradas. La zona sombreada muestra el intervalo de frecuencias de los modos
detectados observacionalmente. Derecha: Eficiencia convectiva, en funcién de log T',
de cada modelo.
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a | Az/H, | %

0020 0.84 ]0.25
01|15 074 ]0.21
02 1.0 0.69 |0.18
03105] 0.64 |0.17
101 20| 080 |0.22
11115 074 |0.20
121 1.0| 0.73 |0.19
13]10.5| 0.64 |0.16
20120 0.98 |]0.33
211 1.5] 0.75 |0.22
22110 0.66 |0.18
23105 0.62 |0.17
30120 086 |0.22
3115 077 ]0.18
32110 0.73 ]0.16
33105 0.67 |0.14
40 | 2.0 1.88 1.10
41 15| 0.84 |0.23
42110 0.69 |0.17
4310.5 | 0.64 |0.15

Tabla 9.2: Valores de ampa.x = Az/H, y del tanto por ciento del radio estelar que
ocupa la zona convectiva para cada uno de los modelos calculados (se incluyen sélo
aquéllos para los que se ha utilizado MLT).

9.2.2. Rangos de frecuencias inestables

Empezamos el estudio de las propiedades pulsacionales con el analisis de los
rangos de inestabilidad. En la Fig. 9.2 se muestra el growth rate frente a la frecuencia.
La dependencia del limite inferior con el valor de « es menor que la del limite
superior, y mayor para los tres modelos mas masivos (07, 17 y 2j) que para los dos
restantes.

Nétese que la frecuencia f; se encuentra muy cerca del limite inferior de inesta-
bilidad, y que incluso para los dos modelos menos masivos se predice que los modos
observados han de ser estables. Para los modelos 0j y 1j se tiene que la frecuencia
f1 se estabiliza para algunos valores de «, y solamente para el modelo 25 se predicen
ambos inestables para todos los valores de este paramtero. Esto ya nos proporciona
limites al rango de masas, temperaturas efectivas y luminosidades posibles de los
modelos, de modo que podemos concluir que el tamano de la caja de error en el
diagrama HR ha de ser menor que el considerado aqui. En el estudio de la identifi-
cacion de los modos descartaremos los modelos 37 y 47, y nos quedaremos con los
tres mas masivos.

El rango de temperaturas utilizado abarca desde 7340 K hasta 7040 K. Al tratarse
de un modelo evolucionado, la capa convectiva externa se ha reducido notablemente,
como se observa en la Fig. 9.2, en las gréficas de la derecha. Ni en éstas ni en las
correspondientes a los growth rates se observan variaciones significativas que nos
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Figura 9.3: Valor de « utilizado en el calculo de los modelos, frente al tamano de la
zona convectiva mas externa (en unidades de H,). La linea representa los puntos en
los que a = Az/H,.

permitan seleccionar el valor de o mas adecuado. Téngase en cuenta que aunque en
algunos casos la frecuencia f; pueda ser estable segiin el valor de este parametro, este
hecho tampoco es significativo a la hora de discriminar unos valores frente a otros,
yva que los growth rates obtenidos son aproximados, y una pequena variacion en los
mismos puede provocar que un modo se estabilice. Por otro lado, al estar las dos
frecuencias observadas cerca de los limites inferiores, los superiores no proporcionan
informacion adicional que pueda restringir el rango de valores de a.

En la tabla 9.2 se muestra para cada modelo el valor de «, la extensién de la
zona convectiva en unidades de escalas de presién (Az/H,) y el porcentaje de radio
que ocupa dicha zona. Az/H,, como ya sabemos, constituye un limite superior para
«. Hemos utilizado el valor de la escala de presiones en la base de la zona convectiva,
mientras que Az es la extensién de dicha zona (I' # 0). Puede observarse que para los
modelos 03, 15 y 27, las diferencias existentes en el valor de Az/H,, son significativas
unicamente entre los casos aypr = 2.0 y el resto, encontrandose diferencias de un
17% como méaximo entre ayrr = 1.5 y ayrr = 0.5. Adn asi, podemos tener en
cuenta que para que la teorfa MLT sea vélida, ha de verificarse que aypr < Az/H,,
como ya sabemos, lo que nos permitiria, ahora si, seleccionar algunos valores de
ampr. En la grafica 9.3 se representa aypr frente a Az/H,. En aquellos casos en
los que los modelos se encuentren por debajo de la recta de pendiente unidad, se
habra aplicado la MILT coherentemente. Vemos que esto ocurre solamente para los
casos en los que se utilizé ayr = 0.5, al igual que ya ocurria para las otras estrellas.

Con respecto a los modelos obtenidos utilizando FST, podemos destacar que
no se aprecian diferencias significativas en los rangos de inestabilidad que permitan
rechazar o aceptar este tratamiento, al menos para el valor de apgr utilizado. Uni-
camente podemos decir que en principio parece que éste, que se corresponde con
el valor solar, es excesivo para estrellas con temperaturas efectivas como las que se
tratan aqui, aunque no podemos tampoco descartar este tratamiento a la vista del
estudio pulsacional desarrollado.
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9.2.3. Observables no adiabaticos

En la Fig. 9.4 mostramos los valores de los observables no adiabaticos fr y ¥ de
los modelos correspondientes a los grupos 07, 15 v 25. Vamos a realizar un analisis
de estos resultados.

» fr

En primer lugar hay que tener en cuenta que los valores obtenidos podrian
verse modificados de haber tenido en cuenta la interaccion de la conveccién
con la pulsacién, dado el rango de temperaturas de los modelos (Grigahcene
et al., 2005; Dupret et al., 2005b). Puede observarse que para cada modelo el
valor de fr para un mismo modo disminuye conforme aumenta el valor de «,
comportamiento ya conocido de estudios anteriores. Asimismo, se encuentra
que para cada modelo el valor de este observable se mantiene practicamente
constante, experimentando un brusco aumento hacia periodos pequenos. Por
otro lado, los valores obtenidos con FST se encuentran entre los correspon-
dientes a aypr = 1.5 y aypr = 2.0, como se esperaba. Por lo demas, no se
observan inconsistencias por el hecho de utilizar este tratamiento.

Podemos concluir, pues, que no tenemos efectos nuevos a los ya encontra-
dos hasta aqui, a pesar de haber explorado distintos valores de temperaturas
efectivas, luminosidades, masas y estadios evolutivos.

Iq:IT

El phase lag difiere significativamente del valor adiabético, 180°, para el mo-
do fundamental radial, en todos los modelos y para todos los valores de «,
encontrandose asimismo diferencias significativas segin la temperatura de la
estrella. Puede observarse que W, aumenta conforme disminuye oy, como
ya se conocia, no superandose nunca los 150° para el modo fundamental ra-
dial. Estos resultados seleccionan valores de anr inferiores a 1.0, ya que los
valores obtenidos para ayrr = 2.0 y 1.5 parecen ser excesivamente bajos, lo
cual indicaria de nuevo que estos modelos no son fisicamente realistas.

Los valores obtenidos con el tratamiento FST de la conveccion son extraor-
dinariamente bajos, en algunos casos menores que los que se consiguen con
amrr = 2.0. Esto permite concluir que se obtienen peores resultados con esta
teoria que con la MLT, al menos para apgt = 0.69.

9.2.4. Variacion de los observables no adiabaticos a lo largo
de la evolucién estelar

En esta seccion estudiamos cémo varian los observables no adiabaticos para el
modo fundamental radial a lo largo de la evolucion de los modelos. Para ello hemos
obtenido los caminos evolutivos completos de los cinco modelos utilizados hasta
ahora, desde la ZAMS hasta el momento en que se agota el Hidrégeno del nicleo.
Los célculos han sido llevados a cabo de dos formas distintas: usando la MLT con
amvrr = 1.0, y la FST, aunque en este ultimo caso no ha podido obtenerse el modelo
14 debido a problemas de convergencia numérica.
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Figura 9.4: Observables no adiabéticos de los distintos modelos obtenidos para la
estrella HD 205, en funcién de la constante de pulsacién, Q. A la izquierda se mues-
tra fr y a la derecha el desfase, Wp. Los valores asociados a los modos observados
se muestran mediante lineas verticales.
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Figura 9.6: Observables no adiabaticos para el modo fundamental radial a lo largo
de la evolucién, para los distintos modelos. Las graficas de la izquierda muestran los
valores obtenidos con MLT y aypr = 1.0, mientras que para las de la derecha se ha
utilizado FST. En las graficas superiores se representa fr, y en las inferiores W.

En la Fig. 9.5 se muestra la evolucion de la frecuencia del modo fundamental
radial en cada uno de los modelos, evolucionados con MLT (izquierda) y FST (de-
recha). Se puede observar que la frecuencia disminuye para todos los casos conforme
evoluciona la estrella (sentido de temperaturas decrecientes) como consecuencia de
la variacién de la densidad media. Obsérvese que en el primer caso (MLT), el modo
fundamental radial es compatible con la frecuencia observada fs solamente en esta-
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dios evolutivos tardios, mientras que no lo es en ninguno de los modelos calculados
con FST.

En la Fig. 9.6 se muestra la evoluciéon de fr y ¥r a lo largo de la vida de
la estrella. Puede comprobarse que fr disminuye conforme lo hace la temperatura
efectiva, manteniéndose aproximadamente constante por encima de log7T.; ~ 3.94 y
por debajo de log T.; ~ 3.84 (temperaturas algo mayores en el caso de la FST). El
comportamiento de W es similar, aunque algo mas complicado, que el de fr.

Como ya sabemos, U deja de depender de la masa del modelo y del valor de
ayvpr para temperaturas elevadas. Por debajo de aproximadamente log T,y ~ 3.92
la opacidad permite un intercambio de calor lo suficientemente eficiente como para
introducir un desfase significativo, por lo que las curvas se separan. En esta figura
puede apreciarse que las curvas presentan cierta dependencia con el modelo (en el
caso de la MLT) por debajo de logT.; ~ 3.88, para volver a unirse por debajo
de logT.s ~ 3.85. Para los modelos obtenidos con FST las temperaturas son algo
mayores, logT.; ~ 3.95 y logT.; ~ 3.88, respectivamente. Por otra parte, también
fr parece mostrar dependencia del modelo y del valor de « en los intervalos de
temperaturas anteriores.

En este caso los comportamientos de los dos observables son similares a los en-
contrados para RV Ariy 29 Cyg, aunque el intervalo donde muestran dependencia
con el modelo y el valor de la longitud de mezcla se desplaza hacia temperaturas
algo inferiores en el caso de la MLT.

9.2.5. Comportamiento general de los observables no adiabati-
cos

Una vez reunidos los datos acerca del comportamiento de los observables no
adiabaticos para las tres estrellas estudiadas en este trabajo, podemos extraer algu-
nas conclusiones que pasamos a detallar:

» fr

Para todos los valores de la masa y la temperatura efectiva, y todos los esta-
dos evolutivos considerados, se observa que para cada modelo el valor de fr
es practicamente constante a lo largo del espectro de pulsacion, aumentando
bruscamente en la zona de periodos menores. Ademads, es independiente del
valor de /¢, salvo para los modos g. Por otro lado, este observable varia segtin
el valor del parametro a que se utilice en el modelo de estructura. En con-
creto, conforme o aumenta, fr disminuye. Esta dependencia es mayor para
las estrellas mas frias, mientras que para las mas calientes las diferencias son
despreciables. De hecho, en cada caso se ha encontrado que los modelos mas
frios y menos masivos son los més sensibles al valor de este parametro.

Por otro lado, al estudiar la evolucion del valor de fr para el modelo funda-
mental radial a lo largo de la vida de la estrella, se obtiene en primer lugar
que conforme aumenta la masa, fr también lo hace. No obstante, esta de-
pendencia es muy pequeiia para modelos calientes (log7.; 2 3.94), y frios
(logT,s < 3.82). Para temperaturas intermedias, los valores de este observable
varia con la masa y el valor de a.. Por ultimo, hay que notar que fr disminuye
conforme la estrella evoluciona (esto es, la temperatura efectiva disminuye).
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Estas conclusiones son las mismas para las distintas estrellas, a pesar de sus
diferencias en temperatura efectiva, masa y estadio evolutivo.

Iq:IT

En este caso se observa para todos los modelos calculados que el valor de WU
del modo fundamental radial es bastante menor que el adiabatico. Ademas,
para todo el espectro de pulsacién aumenta conforme disminuye el parametro
a, siendo practicamente independiente del valor de ¢. La tinica excepcién a lo
anterior la encontramos en los modos con periodos altos, en los que influye
significativamente la parte transversal de la onda, dependiente de ¢. Para va-
lores elevados de la temperatura efectiva, 1 se sittia por encima de los 150°
para practicamente todo el espectro de pulsacion.

Se ha estudiado también la evolucion de este observable en el caso del mo-
do fundamental radial. Se observa que cuando logT.; estd por encima de 3.94
aproximadamente, o por debajo de 3.82 (usando la teoria MLT), ¥ es practi-
camente independiente de la masa. En el intervalo 3.82 < log7,; < 3.94 au-
menta con ésta. En este aspecto, el comportamiento es similar al encontrado
para fr. Asimismo, para logT,; < 3.82 y logT,; 2 3.94 es practicamente
constante. Sabemos que la disminucién de Wy por debajo de esta tempera-
tura se debe al mayor intercambio de calor producido por el aumento de la
opacidad, que introduce un desfase adicional. Se ha obtenido que, al igual que
para fr, U7 disminuye conforme la estrella evoluciona (al menos para el modo
fundamental radial).

En aquellos casos en los que se ha utilizado la FST se han obtenido las mismas
conclusiones en general, observandose pequenas diferencias en los valores de
la temperatura en los que se producen los cambios de comportamiento.

9.3. Identificacion de los modos

9.3.1. Fotometria Stromgren

Una vez que se tienen los observables no adiabaticos, se puede obtener la variacion
de los indices de color para distintos filtros de la fotometria Stromgren, con el objeto
de comparar con los resultados experimentales. Para ello se ha utilizado el codigo
descrito en la Sec. 7.3.1. Como ya se mencion6 en la Sec. 9.2.2, descartamos en
este estudio los modelos 37 y 47, ya que predicen que los modos con frecuencias
observadas son estables.

En los modelos calculados con MLT se ha utilizado oyt atm = 1.25 y 0.5, ¥
en los modelos evolucionados con FST, apst = 0.69. No se ha tenido en cuenta la
rotacién de la estrella ni los posibles acoplamientos de los modos (ver Sec. 9.4). Las
frecuencias estudiadas son las mas cercanas a las observadas, dentro de un rango de
un 5% en torno a cada una de ellas.
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usando MLT. En orden descendente: apgpr = 2.0, 1.5, 1.0 y 0.5.
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todos los modelos obtenidos usando FST. En cada linea se muestra el cociente de
amplitudes y la diferencia de fases para fi, y a continuacién, lo mismo para fs.

= Modelos 0j

Para este grupo de modelos se se puede identificar f; con un modo no radial,
en concreto el (—=5,1), por lo que se trataria de un modo g o mixto. Para
ayvrr < 1.0 hay dos modos ¢ = 2 posbiles: (—9,2) y (—8,2). No obstante, en
nuestros modelos, para aypr < 1.5 se predice que tanto (—5,1) como (-9, 2)
son estables. Hay que tener en cuenta que los calculos de las integrales de la
energia son aproximados, y que no tienen en cuenta ni la interaccion de la
pulsacién con la atmédsfera ni con la conveccién, por lo que habria que realizar
un analisis mas refinado, con el objeto de obtener resultados concluyentes
(Grigahcene et al., 2004; Dupret et al., 2004, 2005b).

La segunda frecuencia parece corresponderse con un modo radial, en concreto
el fundamental, o con un ¢ = 1. Para aypr < 1.0 aumentan algo las posibilida-
des, teniendo un total de tres modos. En la tabla 9.3 se resumen los resultados
obtenidos para todos los modelos.

= Modelos 1j

Recordemos que este modelo se diferencia del anterior en la temperatura efec-
tiva (y por tanto, en la masa), aunque la gravedad sea la misma (y por tanto
la luminosidad). En este caso la frecuencia f; se corresponde con un ¢ = 2 1ini-
camente, por lo que la identificacién es univoca. Este modo se predice estable
para aypr > 0.5, aunque muy cerca del limite inferior de inestabilidad, por
lo que este resultado no es definitivo. Para f; hay dos posibilidades: £ = 0 y
¢ = 1. Vemos, pues, que la identificacién para este grupo de modelos es similar
a la obtenida con los 0j, posiblemente como consecuencia de las similitudes
entre ambos.
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‘ o fi f2

00| 2.0 - (-3,1)

01| 1.5 (-5,1) (1,0) (-3,1)
02| 1.0 |(-5,1) (-9,2) (-8,2) | (1,0) (-4,1) (-3,1)
03] 0.5 |(-5,1)(-9,2) (-8,2) | (1,0) (-4,1) (-3,1)
04 | FST (-5,1) (-3,1) (-2,1)
10| 2.0 (1,0) (-3,1)
11| 1.5 (-8,2) (1,0) (-3,1)
12| 1.0 (-8,2) (1,0) (-3,1)
13| 0.5 (-8,2) (1,0) (-3,1)
14 | FST - (1,0) (-3,1)
20| 2.0 - (-3,1)

21| 1.5 (-5,1) (-3,1)

221 1.0 (-5,1) (1,0) (-3,1)
23| 0.5 (-5,1) (1,0) (-3,1)
24 | FST - (1,0) (-3,1)

Tabla 9.3: Identificacién de los modos para las dos frecuencias de todos los modelos.
Para los modelos calculados con MLT se ha utilizado aypr, atm = 1.25, mientras
que para los obtenidos con FST se ha empleado agst, atm = 0.69. Los pares (n, {)
indican los valores del orden radial y del grado angular, en ese orden.

= Modelos 2j

En este grupo de modelos la frecuencia f; se puede asociar con el (—5,1), el
cual se predice inestable para aygpr > 0.5. Para la frecuencia fy se tienen dos
posibilidades: (1,0) y (=3,1), que ya han aparecido anteriormente.

Tenemos por tanto dos posibilidades para fi, los modos (—5,1) y (—8,2), mien-
tras que para f, obtenemos (1,0) y (—3,1). Los resultados han sido muy parecidos
para los tres grupos de modelos. El mayor problema lo constituye el analisis de la
estabilidad de los candidatos para la primera frecuencia, ya que nos encontramos
justamente en el limite en el que las pulsaciones empiezan a ser inestables.

Hemos de notar que la asignacién del orden de los modos para estrellas evolu-
cionadas, con gran densidad de modos, y precisamente para modos mixtos, es muy
dificil. De hecho, no hay ningtn sistema que permita la asignacion del valor de n de
forma infalible. Por eso, los valores de n que aqui se han mostrado son provisionales,
y haria falta un sistema maés eficaz que el disponible hasta ahora. Sin embargo, hay
que indicar que éste no es un problema de nuestro cédigo, sino de la teoria de las
oscilaciones estelares en general.

Ademas, hay que determinar si f; se corresponde con un modo g o con uno
mixto. Existen varias formas de verlo. Sin embargo, la que proporciona resultados
mas claros consiste en estudiar la localizacién de los nodos y el tanto por ciento de
energia de excitacion que recibe en cada zona de propagaciéon (P 6 G), tal y como
se describe en Dziembowski y Krolikowska (1990). El modo que estamos estudiando
tiene todos sus nodos en la zona G, y ademds presenta un valor de Fg/FE igual a
la unidad, lo que indica que recibe toda la energia de excitacion en la zona G. Por
tanto, podemos concluir que se trata de un modo g puro.
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« Interior | o atm. ov Yo ob Yp fr Nz
2.0 1.25 7.494 | 2.556 | 6.463 | 2.400 | 1.267 | 28.391
1.5 1.25 12.910 | 2.558 | 11.135 | 2.401 | 2.184 | 52.365
1.0 1.25 20.186 | 2.560 | 17.417 | 2.402 | 3.417 | 79.533
0.5 1.25 22.191 | 2.560 | 19.146 | 2.402 | 3.757 | 110.88
2.0 0.5 7.578 | 2.604 | 6.516 | 2.412 | 1.267 | 28.392
1.5 0.5 13.055 | 2.606 | 11.227 | 2.414 | 2.184 | 52.365
1.0 0.5 20.415 | 2.608 | 17.559 | 2.416 | 3.417 | 79.533
0.5 0.5 22.443 | 2.608 | 19.303 | 2.416 | 3.757 | 110.88

FST FST 9.302 | 2.619 | 7.987 | 2.407 | 1.561 | 29.003

Tabla 9.4: Valores de las distintas variables que intervienen en la formula de Watson,
en funcion del tratamiento de la conveccion y del valor de « utilizado en el interior
y en la atmdsfera estelar. Modelos 0.

Veamos ahora cémo cambia la identificacién de los modos cuando se utiliza la
FST como teoria de la conveccion. En la Fig. 9.11 pueden encontrarse algunas
diferencias con respecto a los diagramas correspondientes a los modelos calculados
con MLT, en concreto se han modificado ligeramente algunas frecuencias. Por otro
lado, no es posible asignar ningiin modo a f; para los grupos 15 y 25. De hecho, como
puede observarse en la tabla 9.3, para casi ninguno de los modelos con ayr = 2.0
y FST se obtiene un candidato adecuado. Esto parece indicar que el valor de ayr
debe ser inferior a 1.5. Para f5 se tiene £ = 0 y ¢ = 1, siendo los resultados mucho
mas parecidos a los obtenidos con MLT.

Como ya se hizo para las estrellas anteriores, se han comparado estos resultados
con los que se obtienen con awmr, atm = 0.5. Nos hemos centrado en el modelo central
y el modo fundamental radial (comparamos con f5). Se han obtenido los valores de
0x y 7, para los filtros v y b, asi como los de fr y U7. Se han utilizado los modelos
calculados con MLT (aypr = 2.0, 1.5, 1.0, 0.5 ¥ amLr, atm = 1.25 y 0.5), y con
FST, (oawr, atm = 0.69). Los resultados se muestran en la tabla 9.4.

Puede observarse que los valores de v, vy 7, no se modifican sustancialmente,
debido a que dependen sobre todo (ver secciones 7.3.1 y 8.3.1) de aspectos geométri-
cos. Sin embargo, para dv y b se aprecian variaciones importantes, incrementando-
se su valor conforme disminuye «, siendo ademas las diferencias entre los casos
OMLT, atm = 1.25 ¥ omrr, atm = 0.5 pequenas. Por otra parte, los valores obtenidos
con FST se sitian entre los correspondientes a aypr = 2.0 y aypr = 1.5 en el
interior estelar. Las diferencias entre MLT (tanto para amrr, atm = 1.25 como pa-
ra amrr, atm = 0.5) y FST estriba en los distintos valores que toman fr y ¥z en
ambos casos, a pesar de que las derivadas del flujo y de los coeficientes de ”limb-
darkening”sean muy parecidas en estos dos tratamientos (Heiter et al., 2002; Barban
et al., 2003). Hasta aqui no se encuentran comportamientos diferentes a los de las
estrellas RV Ari y 29 Cyg.

Con respecto a la identificacion de los modos, podemos comprobar, comparando
las Figs. 9.7 (amrr, atm = 1.25) v 9.10 (ampr, atm = 0.5), que las predicciones no
varian significativamente. Para la frecuencia fi, los modos ¢ =1y ¢ = 2 ya estudia-
dos parecen predecir valores ligeramente peores (aunque todavia entran dentro de
las barras de error) en el segundo caso, mientras que para f, se obtienen resultados
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mejores para el modo fundamental radial.

9.3.2. Evolucion de los indices de color
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Figura 9.12: Diagramas fase-amplitud para el modo fundamental radial a lo largo
de la evolucién del modelo central. A la izquierda se muestran los resultados obte-
nidos con MLT, y a la derecha, con FST. El rectangulo muestra la caja de error
observacional. Frecuencia f,.

Como ya se hizo para las dos estrellas anteriores, hemos estudiado cémo varian
los indices de color en los tres filtros de la fotometria Stromgren, u, v y b a lo largo
de la evolucion del modelo central. Para ello consideramos la frecuencia fs, para el
cual, segiin vimos en la Sec. 9.3.1, se obtienen resultados compatibles con los indices
de color observados del modo fundamental radial. Para la conveccion se han utilizado
la MLT (aypr = 1.0) y la FST. Hemos comparado los resultados obtenidos para
el modo fundamental radial con los datos observacionales correspondientes a fs. En
la Fig. 9.12 se muestra la evoluciéon de los indices de color para cada filtro.
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Empezamos con los modelos calculados con MLT. En este caso podemos observar
que a partir de los resultados obtenidos con el filtro u no puede seleccionarse ningin
rango de edades valido que permita delimitar la caja de error observacional para
esta estrella, limites que si pueden derivarse a partir de los filtros v y b. Imponiendo
ademads que la freuencia del modo fundamental radial se encuentre en torno a un 5%
de la observada fs, se derivan los siguientes intervalos de temperaturas, gravedades
y edades del modelo:

logTey, . = 3.848
logTey, = 3.866
log gmin = 3.65
log gimae = 3.61
Edad,,;, = 880 Myr
Edad, e, = 900 Myr

En este caso se obtienen los mismos rangos que los asociados a la caja fotométrica
estandar, por lo que no hemos conseguido obtener informacion adicional. Ademas,
hay que tener en cuenta que la identificacién modal, y en concreto de f como modo
radial no era univoca, por lo que habria que explorar otras posibilidades.

Como puede comprobarse en la Fig. 9.11 (gréficas de la derecha, modelo calculado
con FST), los valores del filtro u son incompatibles con las observaciones, mientras
que los de los filtros v y b caen dentro de las barras de error observacionales. Ademas,
este camino no llega hasta log T,y = 3.866, ya que es mds corto como consecuencia
de la ausencia de overshooting. No obtenemos, pues, informacién adicional con esta
descripcién de la conveccion.

9.3.3. Conclusiones

Hemos llevado a cabo en esta seccién una identificacion de los dos modos ob-
servados a partir de la comparacion de las predicciones tedricas con los resultados
obtenidos de la fotometria Stromgren. Se ha obtenido que la primera de las frecuen-
cias corresponde a un modo no radial, en concreto el (—5,1) o el (—8,2) (ambos
modos g puros). La segunda parece corresponderse con el modo fundamental ra-
dial, aunque también es posible que se trate del (=3, 1). Estarfamos pues, ante una
estrella que tiene excitados simultdneamente un modo g y un modo p, ambos de
ordenes bajos. De nuevo, parece que los mejores resultados corresponden a valores
de ayrr < 1.0, aunque no podemos descartar ninguna posibilidad. Asimismo, tam-
poco podemos seleccionar el valor de ampr, atm 1i el tratamiento de la conveccién
méas adecuando.

9.4. Oscilaciones adiabaticas con rotacion

A partir de los modelos en pseudorotacién se ha obtenido el espectro pulsacional
adiabatico y los efectos de la degeneracion accidental. Pretendemos obtener conclu-
siones que pudieran derivarse del estado evolutivo de esta estrella en particular, ya
que se encuentra situada muy préxima al punto de turn-off. De hecho, ésta ha sido la
principal motivacion para haber elegido esta estrella. Las aproximaciones utilizadas,
como anteriormente, son las de rotacion rigida y rotacion diferencial.
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Figura 9.13: Diagrama HR de los modelos obtenidos sin atmosfera, y con rotacion.
La zona sombreada representa la caja de error. Para la conveccién se ha utilizado
aOMLT = 1.0.

En este caso no se tiene nignuna medida de vsini. Posiblemente su valor sea
bastante reducido debido a su estado evolutivo tardio. Hemos optado, pues, por
elegir una velocidad moderadamente lenta, de 20 km/s que, aunque no tiene por
qué ser real, proporciona un buen punto de partida para el estudio que pretendemos
llevar a cabo.

9.4.1. Modelos

Se ha utilizado como teoria de la conveccion la MLT, con un valor de « inter-
medio, o = 1.0, que parece ser suficiente para asegurar la coherencia del uso de esta

M/Ms logT.; logg logL/Ls Xc Edad fo Vo
2.09 3.857  3.61 1.53 0.040 900 69.84 1.3
2.15 3.866  3.60 1.58 0.042 830 69.03 1.2
2.03 3.848  3.61 1.48 0.404 977 70.89 1.3
1.90 3.866  3.80 1.34 0.178 1055 99.54 1.6
1.80 3.848  3.79 1.24 0.171 1242 100.74 1.7

=W N = O

Tabla 9.5: Propiedades de los modelos obtenidos con rotacién, (€2 = 20 km/s). La
temperatura efectiva estd dada en grados K, la gravedad superifical g en el sistema
cgs, v la edad en millones de anos. X representa la fraccion de Hidrégeno en el
centro. fy es la frecuencia del modo fundamental radial y v la frecuencia de rotacion
del modelo, ambas expresadas en pHz.
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Modelo | n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —¢'| (uHz) | CC
0j | -5 1,-1] 60.10 13, 3, -1 0.05 0.24
0j |-13,3,-1] 61.01 5,1, -1 0.05 0.76
1y -3, 1,0 69.07 -10, 3, 0 0.03 0.18
1j | -10,3,0 | 69.93 3,1,0 0.03 0.82

Tabla 9.6: Ejemplos de parejas de modos acoplados con frecuencias cercanas (en
torno a un 5%) a fo. B denota los valores de los coeficientes de contaminacién.

Modelo | n, ¢, m | o (uHz) | Acoplado con: | |0 —o'| (uHz) | B
1y 1,0,0 69.05 -7,2,0 0.01 0.50
1y -7,2,0 69.61 1,0,0 0.01 0.50
2) -9, 1, -1 36.95 -23, 3, -1 0.52 0.51
2) -23,3,-1| 36.80 -9,1,-1 0.52 0.49
3J 1,0,0 99.58 -4,2,0 0.02 0.50
3J -4,2,0 98.79 1,0,0 0.02 0.50
45 1,0,0 100.77 -4,2,0 0.01 0.50
47 -4,2,0 102.27 1,0,0 0.01 0.50

(0,2).

Tabla 9.7: Propiedades de los acoplamientos entre modos mixtos con (¢, (') =

aproximacion en el estado evolutivo que presenta esta estrella. Por ultimo, para la
atmosfera se ha utilizado la aproximacion de Eddington, ya que no incluiremos la
interaccién de la pulsacién con la atmosfera. En la tabla 9.5 se muestran los datos
de los modelos encontrados.

9.4.2.

A continuacién mostramos los estudios realizados sobre la degeneracién por ro-
tacion de los modos para todos los modelos calculados. En la Fig. 9.14 se muestra
la variacién de la frecuencia de cada modo afectado por la degeneracion accidental,
en funcion de su frecuencia. Dado que la rotaciéon que hemos considerado es relati-
vamente lenta, no aparece la tendencia lineal que se observaba, por ejemplo, en 29
Cyg (ver Sec. 8.4.2), sino una nube de puntos, que por otra parte, siempre estaba
presente en las anteriores estrellas para bajas frecuencias.

En la Fig. 9.15 se muestran los coeficientes de contaminacién de los modos en
funcion de la frecuencia. Aunque el nimero de parejas afectadas por la degeneracién
accidental es menor que en los casos de las estrellas anteriores, se observan las pro-
piedades ya comentadas, a saber, la presencia de distintas ramas en el caso de parejas
(¢,0') = (1, 3) para distintos valores de m, o la convergencia a 1 6 0 de los coeficientes
de contaminacién para los modos con £ = 2,3 6 £ = 0,1, respectivamente.

Es interesante senalar que en este caso no se ha encontrado ningin acoplamiento
entre modos con el mismo valor de ¢ en todo el espectro de frecuencias de todos
los modelos calculados. Si aparecen, sin embargo, modos degenerados con 3 = 0.5,
tal y como se muestra en la tabla 9.7. Por primera vez en este estudio aparecen
parejas de este tipo con £ =1 y ¢/ = 3. Aunque puede tratarse de un hecho aislado,

Acoplamientos por rotacion
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Figura 9.14: Diferencia de frecuencias |0 — ¢'| para los cinco modelos de la caja
fotométrica frente a o (la frecuencia de los modos calculada sin acoplamiento), para
distintos valores de £. ¢’ es la frecuencia que se obtiene para cada modo cuando se
incluye la degeneracion accidental.

este fendmeno podria estar intimamente ligado al avanzado estado evolutivo. Para
comprobarlo seria necesario un estudio sistemdatico de este tipo de estrellas en esta
zona particular del diagrama HR.

9.4.3. Fotometria multicolor

A continuaciéon pasamos a estudiar las consecuencias de la rotacion sobre las
predicciones de la fotometria multicolor, analizando las curvas en los diagramas
fase-amplitud (ver secciones 7.5.3 y 8.4.3). Presentamos, en primer lugar, el com-
portamiento para dos parejas con frecuencias cercanas a la observada, fs. Sus pro-
piedades se muestran en la tabla 9.6, y sus diagramas de color en la Fig. 9.16. Puede
observarse que el comportamiento de las curvas es el que ya se conocia: son cerradas
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Figura 9.15: Coeficientes de contaminaciéon para los cinco modelos de la caja fo-
tométrica frente a la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos para
las parejas con (¢,¢") = (0,2). Derecha: valores correspondientes a las parejas con

(6,0 = (1,3).
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Figura 9.16: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de las parejas que se muestran
en la tabla 9.6. Los valores que se obtienen cuando no se tiene en cuenta la rotacion
se muestran mediante cuadrados, etiquetados segin su valor de ¢. u —y y u/y
representan, respectivamente, las diferencias ¢, — ¢, y los cocientes A, /A,.

para m = +1 y abiertas para m = 0.

Si estudiamos las graficas correspondientes a las parejas con coeficientes de con-
taminacién en torno a 0.5, mostradas en la Fig. 9.17, observamos que la forma de las
curvas es la misma que se habia obtenido en las estrellas anteriores. La novedad en
este caso estriba en la pareja (—9,1,—1) — (—23,3, —1), para la cual la linea es ce-
rrada. Vemos que para este tipo de parejas, pues, el comportamiento en el diagrama
fase-amplitud no depende tanto del valor del coeficiente de contaminacién (5 = 0.5
en este caso), sino del valor de m. Puede comprobarse de nuevo que la mayor densi-
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Figura 9.17: Diagramas fase-amplitud para el filtro u de los modos mixtos mostra-

dos en la tabla 9.7. Igual que antes, se muestran los puntos correspondientes a las

predicciones sin rotacion, representados mediante cuadrados.
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Figura 9.18: Diferencias |0 — ¢’| para tres puntos del camino evolutivo obtenido con
rotacién rigida, en funcién de la frecuencia de los modos: a) modelo con 50 millones
de anos, v = 8.4 km/s; b) modelo con 450 millones de anos, v = 10.7 km/s; ¢)
modelo con 900 millones de afios, en el punto de turn-off, v = 19.5 km/s.

dad de puntos se da en torno a los modos con ¢ < 1, los cuales ademas aparecen si
se observa la estrella perpendicularmente al eje de rotacion. En el caso de las curvas
abiertas, no existe ninguna probabilidad de identificar observacionalmente de forma
errénea los modos £ = 0 con un ¢ = 2, ya que los valores tedricos quedan alejados de
las curvas. Si pudiera ocurrir, como ya hemos comentado, que pudieran confundirse
conun /=1oun {=3.

9.4.4. Conclusiones

En este caso se ha llevado a cabo el estudio de la degeneracion accidental pa-
ra una estrella muy evolucionada y que, por tanto, rota lentamente, por lo cual
el nimero de acoplamientos es reducido, a pesar de la elevada densidad de modos
caracteristica de estos estados evolutivos. Las caracteristicas generales de las dife-
rencias de frecuencias, de los coeficientes de contaminacion y de la dependencia de
los indices de color con el angulo del eje de rotacién con respecto a la visual no di-
fieren de las ya obtenidas en capitulos anteriores. Si se ha encontrado una novedad,
consistente en una pareja de modos con ¢ impar (1y 3), y m = —1, con 8 = 0.5. El
comportamiento de sus curvas en el diagrama fase-amplitud se corresponde con el
de otros pares con m = £1, o sea, es cerrada, situandose el punto correspondiente
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Figura 9.19: Evolucién de la frecuencia adimensional de algunos modos g (graficas
superiores), f (gréficas centrales) y p (graficas inferiores) para el modelo calculado
con rotacion rigida. A la izquierda se muestran las frecuencias calculadas teniendo
en cuenta la rotacion, pero no el acoplamiento. En las graficas de la derecha ya se
han incluido los efectos de éste.

a ¢ = 3 en la zona asociada a los dngulos i = 0° y ¢ = 180° (los que se tendrian si se
observara la estrella por los polos). Los coeficientes de contaminacién de los modos
con ¢ =2 6 ¢ = 3 son siempre mayores que los correspondientes a aquéllos con £ = 0
6 ¢ =1, por lo que no se presentan novedades en este aspecto.

9.5. Efectos de la evolucién sobre los acoplamien-
tos por rotacion

Pasamos a estudiar los efectos de la evolucion estelar sobre los acoplamientos
por rotacién. El tratamiento de la rotacion ha sido abordado, como hasta ahora,
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Figura 9.20: Coeficientes de contaminacion para los tres puntos del camino evolutivo
anteriores, en funcién de la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos para
las parejas (¢,¢') = (0,2). Derecha: lo mismo, pero para las parejas (¢,¢') = (1, 3).
En orden descendente: modelos con 50, 450 y 900 millones de anos.

mediante las aproximaciones de rotacion rigida y rotacion diferencial. Finalmente,
mediante el cédigo de pulsacion se han obtenido los espectros adiabaticos de los
modelos y los acoplamientos de los modos.

9.5.1. Rotacion rigida

En este caso, los tres momentos evolutivos elegidos han sido: un modelo en la
ZAMS, con una edad de 50 millones de anos; otro aproximadamente a la mitad de su
vida, con 450 millones de anos, y por ultimo el modelo dado por las observaciones,
cuando la estrella estd a punto de abandonar la Secuencia Principal, con una edad de
900 millones de anos. Analizamos primero los acoplamientos, dados por la diferencia
de frecuencias |0 — ¢’|, que se muestran en la Fig. 9.18. Observamos que la baja
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Figura 9.21: Evolucién de los coeficientes de contaminacion de los modos g, f y p
para el modelo central de la caja fotométrica evolucionado con rotacion rigida. La
evolucién viene caracterizada por la temperatura efectiva.

velocidad de rotacion considerada da lugar a un ntimero menor de acoplamientos
que en las estrellas anteriores. De hecho, para el modelo més joven no se encuentra
ninguno, mientras que en el mas evolucionado aparecen algunas parejas, debido
fundamentalmente a la mayor densidad de modos que existe en estadios avanzados,
y no a la rotacién.

En la Fig. 9.19 mostramos el efecto de la rotacion sobre la frecuencia adimensional
de ciertos modos (g, f y p) a lo largo de la evolucién. No se han elegido todos los
valores posibles de ¢ y m, por claridad, sino unicamente ¢ = 2,3, con m = 0
para los f y g, v £ = 0 para los p. En las gréaficas de la izquierda se representan las
frecuencias que se obtienen teniendo en cuenta tinicamente la rotacién, y a la derecha
se muestra como varian éstas, cuando estan afectadas también por el acoplamiento.
No se observan diferencias significativas en ambos casos, ya que la velocidad angular
no es lo suficientemente elevada.

Veamos ahora cémo se modifican los coeficientes de contaminacién. En la Fig.
9.20 se muestran los valores obtenidos para todo el espectro de pulsacién de los
tres modelos anteriores. Para el mas joven, como se comentd anteriormente, no se
encuentran modos acoplados, aumentando ligeramente el niimero de parejas hacia
el final de la evolucién. A partir de esta grafica y de la Fig. 9.18 concluimos que
existe una frecuencia a partir de la cual ya no existen acoplamientos, que en este
caso se situa en torno a los 200 puHz. Esto se debe a que la degeneracion accidental
aparece entre modos con una diferencia de frecuencias inferior a la frecuencia de
rotacion (vq) de la estrella (ver Sec. 5.5), menor en este caso que en las dos estrellas
anteriores. Las oscilaciones con frecuencia por encima de los 200 pHz distan entre

283



®
~—

U.n
~—

HD205 HD205

L=
L=
L=
L=

o
o

0.08

0.06

lo—o'l (uHz)
lo—0'l (uHz)

o
-

0.2

=)
S
S}

0.0 s, 0.00
0] 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800
o (urz) o (u2)

@]
~—

HD205

25

T
>
>

L
L
L
L

wN =0
> O X+

>3

2|

=]

>
4

o>
>

lo—0'l (uHz)
=
»Db

>B

o

OE‘;&HL
-

B

N
S
IS}
»
s}
s}
o
<}
IS}

Figura 9.22: Diferencias |0 — o'| para tres puntos del camino evolutivo obtenido
con rotacién diferencial, en funcién de la frecuencia de los modos: a) modelo con
50 millones de anos, v = 45.9 km/s; b) modelo con 450 millones de anos, v = 36.3
km/s; ¢) modelo con 900 millones de anos, en el punto de turn-off, v = 19.8 km/s.

si en un valor superior a ésta, lo que implica que no sera posible el acoplamiento
entre ellas (estrictamente hablando, si existird, pero su intensidad -magnitud que no
medimos en este trabajo- serd muy pequena, por lo que se puede descartar). En las
estrellas anteriores estdbamos considerando velocidades de rotaciéon mayores, por lo
que no se observaba este efecto.

La tnica excepcion a lo anterior nos la encontramos en la pareja de modos ¢ = 0,
¢ = 2 en torno a los 400 pHz, correspondientes an = 15,0 =0,y n = 14,{ = 2,
que estan afectados por el fenémeno de avoided crossing.

Finalmente, en la Fig. 9.21 se muestra la evolucion de los coeficientes de conta-
minacién de todos los modos con ordenes entre n = —2 y n = 2. A partir de esta
grafica se deduce que a lo largo de la vida de la estrella el valor de # de cada modo
se mantiene aproximadamente constante (o es nulo si no esté acoplado con ningtin
otro en un momento dado). La tnica excepcién estd en los modos g, que presentan
una variacion algo mayor que los otros dos. Estos coeficientes pueden tomar valores
cercanos a 0.8, 0.5 6 0.2, excepto para los modos f, los cuales no presentan el valor
0.2. Analizando las figuras correspondientes de las secciones 7.6.1 y 8.5.1, vemos que
aparecen modos f acoplados con (3 ~ 0.2 solamente hacia el final de la evolucion, y
siempre que la velocidad de rotacion sea significativamente mayor que la considerada
aqui. El origen de este tipo de fenémenos es complicado de identificar, y no lo hemos
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Figura 9.23: Evolucién de la frecuencia adimensional de algunos modos g (graficas
superiores), f (gréficas centrales) y p (graficas inferiores) para el modelo calculado
con rotacién diferencial. A la izquierda se muestran las frecuencias calculadas te-
niendo en cuenta la rotacién, pero no el acoplamiento. En las graficas de la derecha
ya se han incluido los efectos de éste.

abordado aqui.

9.5.2. Rotacidon diferencial

En esta ocasion se ha utilizado la aproximacion de rotacion diferencial, con la
que se obtiene una disminucion de la velocidad angular de rotacion a lo largo de la
evolucién del modelo. Presentamos los estudios llevados a cabo para las tres mismas
edades consideradas en la secciéon anterior.

En la Fig. 9.22 se muestra la diferencia de frecuencias para esos tres momentos
de la vida de la estrella, observdandose un aumento en el valor de |0 — ¢’|. El valor
de la frecuencia a partir de la cual no existen acoplamientos se mantiene en torno a
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Figura 9.24: Coeficientes de contaminacion para los tres puntos del camino evolutivo
anteriores, en funcién de la frecuencia de los modos. Izquierda: valores obtenidos para
las parejas (¢,¢') = (0,2). Derecha: lo mismo, pero para las parejas (¢,¢') = (1, 3).
En orden descendente: modelos con 50, 450 y 900 millones de anos.

los 200 uHz, igual que antes. Esto es logico, porque en ambos casos la frecuencia de
rotacién del modelo es la misma para la edad de 900 millones de anos.

En la Fig. 9.23 se muestra como varian las frecuencias adimensionales de algunos
modos g, f vy p a lo largo de la vida de la estrella. Debido a la baja rotacién, los
resultados con y sin acoplamiento son iguales para los modos g, y muy parecidos para
los f y p (con diferencias maximas del orden del 10 % para el primer caso, y del 0.2 %
para el segundo), como era de esperar a tenor de los resultados anteriores. Ademés,
los casos mas significativos lo constituyen los modos f, que, como se demuestra en
Sudrez et al. (2006), son los mas afectados en cualquier estadio evolutivo. Por otra
parte, debido a la mayor velocidad de rotacién con la que tiene que partir este
modelo en la ZAMS con esta aproximacion, es esperable que los modos se vean algo

286



Coeficientes de contaminacion de los modos g Coeficientes de contaminacion de los modos f
T T T T T T T T T

1.0 1.0
L x 4 L 4
L 4 L . 4
s HE
L *“*u(* T+ L . ] L + b - ]
0.8 — 0.8 + —
[ Xt ox g ] [ - ]
L el - 4 L - 4
+ +
L 4 L - 4
0.6~ — 0.6~ —
© — - * W * = x Bl © F + - Bl
8} X 8}
0.4 — 0.4 ,
i »e * = 1 i 1
L 4 L + 4
02l ek el "* > x * — 0.2 + —
F PR R t R
- 4 - + 4
*
0.0 0.0 "
7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000 7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000
log Ter log Ter
Coeficientes de contaminacion de los modos p
1.0 T T T T T
[ . n=1+ |
L o n=2 % |
Foot x ettt x s i
0.8 Fye * * * —
r * o x w B
L * 4
0.6~ * —
b r SRR W X KHHH - - e 4
L « 4
0.4 —
[ * ++ - i
P+ e 4
L . . " 4
L = ,
0.2 w X4 <
L % o+ ke - » ]
0.0

7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000
log Ter

Figura 9.25: Evolucién de los coeficientes de contaminacion de los modos g, f y p
para el modelo central de la caja fotométrica evolucionado con rotacion diferencial.
La evolucion viene caracterizada por la temperatura efectiva.

mas afectado que cuando se utilizé la rotacién rigida.

Con respecto a los coeficientes de contaminacion mostrados en la Fig. 9.24, ob-
servamos que la tendencia conforme aumenta la frecuencia de los modos es la misma
que nos hemos encontrado hasta ahora, aunque no se pueda observar tan claramen-
te como en los casos anteriores debido a la ausencia de acoplamientos para parejas
con frecuencias por encima de los 200 pHz. Por otra parte, vemos que en el modelo
mas evolucionado aparecen ya algunas muestras de degeneracion accidental entre
oscilaciones con ¢ = 3.

Finalmente, en la Fig. 9.25 se muestran los coeficientes de contaminacién a lo
largo de la evolucién del modelo. No se observan diferencias significativas con res-
pecto a los resultados obtenidos con la aproximacion de rotacion rigida. Si aparecen,
no obstante, algunos modos f con 3 ~ 0.2, que no eran visibles anteriormente, lo
cual puede ser una indicacién del estado evolutivo y del propio modo.

9.6. Conclusiones generales para HD 205

Como ya se hizo en los dos capitulos anteriores, hemos analizado las propiedades
pulsacionales de esta estrella, encontrandose la presencia de modos p y g de érdenes
bajos excitados simultaneamente. Este tipo de estrellas tan evolucionadas, aunque
son mas dificiles de estudiar por la complejidad de sus espectros, presentan gene-
ralmente rotaciones mas bajas. Las particularidad de las mismas es que constituyen
un interesante escenario para el analisis de las propiedades de la pulsacion. En este
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capitulo hemos obtenido una posible traza de modos f acoplados con caracteristicas
concordantes con las obtenidas en otros trabajos sobre las oscilaciones de este tipo
de estrellas (Sudrez et al., 2006). Esto proporciona informacién adicional para el
reconocimiento de patrones ya observados y en los que actualmente se trabaja con
el animo de interpretar los espectros de frecuencias que se obtendran con la mision
espacial COROT, cuyo lanzamiento esta previsto para octubre de este ano.
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Capitulo 10

Conclusiones y trabajo futuro

10.1. Conclusiones

En este trabajo se ha llevado a cabo un estudio astrosismolégico completo de
tres estrellas § Scuti: RV Ari, 29 Cyg y HD 205, que abarca tanto el andlisis
de las oscilaciones no adiabéticas sin rotacién (rangos de inestabilidad, estudio de
la capa convectiva externa, estudio de los observables no adiabaticos y fotometria
Stréomgren) como de las oscilaciones adiabéticas con rotacién (degeneracién acciden-
tal, coeficientes de contaminacion y diagramas fase-amplitud para modos acoplados
por rotacién). Asimismo, se han combinado las herramientas anteriores con los dia-
gramas de Petersen, tanto cldsicos como rotacionales. A continuacién se enumeran
las principales conclusiones que se han obtenido.

Rangos de inestabilidad y zona convectiva externa

Se ha estudiado la dependencia de los rangos de inestabilidad de los modos con
distintas caracteristicas de los modelos (teorfa de la conveccién utilizada, valor del
pardmetro aypr, masa, luminosidad, densidad media y temperatura efectiva). Los
resultados obtenidos son los siguientes:

» La comparacion entre la longitud de mezcla utilizada, amprH,, y el valor del
tamano de la zona convectiva, Az, revela que la MLT se utiliza de forma
coherente tnicamente cuando oy < 1.0.

= Los rangos de inestabilidad, en algunas ocasiones, arrojan resultados que no
son fisicamente realistas para aypr > 1.5.

= De los dos puntos anteriores se deduce que los valores pequenos de este parame-
tro (apr &~ 0.5) parecen ser mads realistas para el rango de masas de las ¢
Scuti que el solar (appr &~ 1.8), el més utilizado hasta la fecha.

» La teoria FST, con apgr = 0.69 (valor solar), parece no describir adecuada-
mente la zona convectiva externa de las estrellas estudiadas.
Observables no adiabaticos

La extension del estudio de los observables no adiabaticos a temperaturas dis-
tintas a las utilizadas hasta ahora ha permitido confirmar los comportamientos co-
nocidos hasta la fecha. Las conclusiones obtenidas de este estudio son las siguientes:
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Para temperaturas elevadas (T.; 2 8700 K), estos observables son indepen-
dientes de la teoria de la conveccién utilizada.

Para temperaturas bajas (T.; < 6600 K), fr y W7 parecen no depender ni de
la masa, ni del valor de ayr, ni de la teoria de la conveccién, aunque esto
puede ser un efecto de la aproximacién utilizada (conveccién congelada).

Tanto fr como W aumentan conforme disminuye el valor de ayrr, para todas
las temperaturas consideradas.

Los valores de fr y W7 obtenidos mediante la FST (apst = 0.69) se sitian
entre los correspondientes a aypr = 1.5y 2.0.

Fotometria Stromgren

Se ha llevado a cabo la identificacion modal para las tres estrellas estudiadas.
Asimismo, se ha estudiado la evolucién de los indices de color, lo que ha permitido
restringir, en el caso de RV Ari, el rango de temperaturas y edades compatibles
con las observaciones. Para esta estrella también se ha analizado la influencia de la
composicién quimica sobre la identificacién de los modos. Los resultados se enumeran
a continuacién:

Los modos observados en RV Ari son compatibles con el fundamental radial
y el primer sobretono radial, aunque no se pueden descartar de forma absoluta
otros modos no radiales.

La metalicidad no influye sobre la identificacion modal.

Al utilizar una metalicidad subsolar en los modelos de 29 Cyg, pueden iden-
tificarse las dos primeras frecuencias observadas con el tercer y el cuarto so-
bretonos radiales, aunque también son posibles otros modos no radiales. La
tercera frecuencia no se puede identificar adecuadamente.

Al usar metalicidad solar se puede identificar la tercera frecuencia, confirmando
el caracter \ Bootis de esta estrella, es decir, su metalicidad observada seria
solo superficial.

En el caso de HD 205 no puede llevarse a cabo una identificacion univoca de
los modos, aunque parece que se tratan de un g puro y un p de orden bajo
(posiblemente el fundamental radial).

En todos los casos parece que se pierde discriminacion al disminuir el valor de
amrT, aunque también se obtiene mejor correspondencia con los datos obser-
vacionales.

A pesar de la fuerte dependencia de los observables no adiabaticos segun el tra-
tamiento de la conveccién utilizado, MLT (aympr = 2.0, 1.5, 1.0, 0.5) 6 FST
(apsT = 0.69), esto no se traduce en una variacién significativa de los indices
de color. No obstante, todos los resultados apuntan hacia valores pequenos de
la eficiencia convectiva en la zona externa de estas estrellas.

El rango de temperaturas validas de la estrella RV Ari puede reducirse al
intervalo [6855,7080] K, y la edad a [1060,1150] millones de anos.
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Degeneracion accidental por rotacién

Se ha estudiado la influencia de la rotaciéon sobre las frecuencias de oscilacion
para distintas velocidades de rotacion y diferentes estados evolutivos. Ademas, se
ha analizado la influencia de la degeneracién accidental para distintas edades, utili-
zando las aproximaciones de rotacion rigida y rotacién diferencial. Enumeramos las
conclusiones:

= El niimero de modos acoplados por rotacién aumenta sustancialmente con la
velocidad de rotacion y el estado evolutivo.

= Para velocidades de rotacion moderadamente elevadas y 6rdenes radiales altos,
el efecto neto sobre el valor de las frecuencias de los modos acoplados depende
linealmente del orden radial.

= Las frecuencias de los modos estan mas efectadas por la degeneracion acciden-
tal cuando se considera la rotacion diferencial que con la rotacion rigida.

Coeficientes de contaminacion

Se han presentado en este trabajo unas nuevas variables, los coeficientes de con-
taminacién (CC), que dan cuenta del grado de mezcla de los arménicos esféricos de
los modos acoplados. Se han estudiado sus propiedades para distintas parejas de mo-
dos y para distintos estados evolutivos de las estrellas consideradas. Las conclusiones
obtenidas son las siguientes:

» Los CC de los modos con ¢ = 2 6 ¢ = 3 son siempre mayores (5 = 0.8) que los
de los modos con £ =06 ¢ =1 (f ~ 0.2). Conforme aumenta la frecuencia,
{ — 1 para los primeros y § — 0 para los segundos.

» Existe un nimero bastante reducido de modos de érdendes radiales bajos que
presentan la particularidad de tener 5 ~ 0.5, y que desaparecen para los
estados evolutivos avanzados de todas las estrellas estudiadas, excepto para
HD 205.

= Se encuentran algunas parejas con ¢ = ¢’ = 3, 5, = 0, By ~ 1. El ntimero de
tales parejas aumenta con la velocidad de rotacion y el estado evolutivo de la
estrella.

Diagramas de color para modos degenerados por rotacion

Se ha estudiado la dependencia de los indices de color con el angulo de inclinacién
de la estrella. Se han obtenido los siguientes resultados:

= Un modo ¢ = 0 acoplado con otro ¢ = 2 muestra indices de color cercanos a
los predichos sin rotacion para practicamente todos los angulos de inclinacion.
Lo mismo se verifica para las parejas £ = 1, ¢ = 3.

= Los indices de color se aproximan a los obtenidos sin rotacién para ¢ > 2
solamente cuando la estrella se observa desde los polos.
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= No obstante, las curvas de los diagramas fase-amplitud pasan cerca de los
valores predichos para otros modos no acoplados por rotacién, lo que dificulta
la identificacion en el caso de que la estrella rote.

= Los resultados obtenidos en este trabajo son independientes de la aproximacion
utilizada: rotacion rigida o rotacion diferencial. La tinica diferencia entre ambas
estd en el nimero de acoplamientos, mayor en el segundo caso.

10.1.1. Diagramas de Petersen

Los diagramas de Petersen (DP), tanto cldsicos como rotacionales han resultado
ser una herramienta sumamente 1til en el estudio de las propiedades de RV Ari y
de 29 Cyg. En el primer caso, al poder identificar los dos modos observados como el
fundamental radial y el primer sobretono radial, se pueden usar estos diagramas para
delimitar los posibles valores de la metalicidad, la masa y la velocidad de rotacion.
Para esta misma estrella, se han utilizado los DP rotacionales en conjuncién con los
diagramas de color para modos degenerados, lo que aporta informacion adicional. En
el segundo caso se han utilizado unos diagramas especiales, en los que se representan
los cocientes de las frecuencias de los modos radiales de érdenes 3 y 4. Los resultados
obtenidos se muestran a continuaciéon:

= La utilizaciéon de los DP para RV Ari ha restringido la masa de la estrella al
rango [1.75,2.01] M, la velocidad de rotacién a [18,52.6] km/s, y la metalici-
dad al intervalo [-0.09,0.11] dex.

= Kl uso simultaneo de los diagramas de color y de los diagramas de Petersen
rotacionales restringen a su vez la velocidad de rotacién a un valor en torno a
los 35 km/s, y la metalicidad al intervalo [-0.09,0.01] dex.

= La identificacion modal, junto con el estudio de los cocientes de frecuencias
de los modos n = 3 y n = 4 para 29 Cyg, seleccionan dos grupos de modos
para cada una de las tres frecuencias observadas, cuando se utiliza metalicidad
solar.

10.2. Trabajo futuro

Por 1ltimo, presentamos las lineas de trabajo futuro que pensamos desarrollar
proximamente:

1. En primer lugar habria que extender el estudio de los rangos de inestabilidad y
de los observables no adiabaticos cuando se utiliza la FST, con otros valores de
apsT, y comparar los resultados con los obtenidos con MLT. Asimismo, seria
interesante analizar cémo se modifican los valores tedricos cuando se incluye
la interacciéon de la pulsacién con la conveccién. Para ello se puede utilizar
la teoria TDC (Time Dependent Convection), desarrollada recientemente en
nuestro grupo.

2. También seria necesario comparar la identificacién modal que se obtiene en
los tres casos, para distintas temperaturas efectivas. Esto permitiria obtener el
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valor de T,y por debajo de la cual la aproximacién de la conveccion congelada
deja de ser valida, y los valores de apgt mas adecuados para el estudio de las
estrellas 0 Scuti, como se ha hecho en este trabajo para el parametro ayyr.

Asimismo, puede extenderse el estudio de la evolucion de los indices de color,
que en este trabajo ha permitido la restriccion de los posibles valores de la
temperatura efectiva y la edad de la estrella, a otros valores de apgr. Dado
que para estadios mas evolucionados la temperatura es suficientemente baja
como para que empiece a ser relevante la interaccion de la pulsacién con la
conveccion, seria conveniente comparar estos resultados con los obtenidos al
usar la TDC.

La utilizacién de los diagramas de color con rotacion y de los diagramas de
Petersen rotacionales ha restringido notablemente los posibles valores de la
masa, la velocidad de rotacion y la metalicidad de la estrella RV Ari. Seria
interesante ampliar este estudio a otras estrellas del grupo de las HADS.

En este trabajo se ha tenido que recurrir a unos diagramas de Petersen es-
peciales, en los que han intervenido el tercer y cuarto sobretonos radiales.
Es conveniente, pues, realizar un trabajo tedrico mas profundo que permita
entender el comportamiento de estos diagramas para otras parejas de modos
radiales diferentes al fundamental y el primer sobretono.

Con respecto a 29 Cyg, habria que extender el estudio aqui realizado, calcu-
lando nuevos modelos con metalicidad solar, ya que en este trabajo solamente
se ha obtenido el central.

Es conveniente estudiar las propiedades tedricas de los diagramas de color para
los distintos tipos de parejas de modos acoplados encontradas en este trabajo
(modos con A¢ = 2, modos mixtos con # ~ 0.5, y modos con Al = 0). En
particular, quedan por explicar las causas de las diferentes morfologias de las
curvas obtenidas.

Habria que profundizar en el estudio tedrico de las propiedades de los modos
de érdenes radiales bajos con 3 & 0.5, y en particular de su evolucion.

Por ultimo, habria que aplicar la metodologia presentada en este trabajo a
otras estrellas para las que se disponen de datos adecuados, y a las que seran
observadas préximamente por la misién espacial COROT, cuyo lanzamien-
to esta previsto para octubre de este afio. Se espera conseguir resultados con
precisiones tales que las técnicas aqui utilizadas podran ser mucho mas discri-
minatorias.
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Apéndice A

Funciones especiales

A.1. Polinomios de Legendre

Los Polinomios de Legendre, Py(x), ¢ =0, 1, 2, ..., son las soluciones de tipo
polinémico, convenientemente normalizadas, de las ecuaciones (Galindo y Pascual,
1989):

d? d
1—2%) — — 22— )| Py(x) = Al
{( z?) T 2o +0(l+1)| Px) =0, (A1)
cuya expresion general es:
[¢/2]
_ 1™ (20— 2n)! _
ey =23 o A2
() ; nl ((—n)l(l—2n)!" (4.2)

donde [¢/2] indica la parte entera de £/2.
Principales propiedades de los Polinomios de Legendre:

P(1) =1, Po(-1)=(-1)" (A.3)

2. Todos los ceros de Py(x) son simples y se encuentran situados en el intervalo
(—=1,1). Ademas, se verifica:

|Py(z)| <1, Vze[-1,1] (A4)
3.
Py(—a) = (—1)"Pi(z) (A.5)
4.
{ 0 ¢ impar
P,(0) = 5/21-3-5---(6—1) (A.6)
(=1) 2. 4.6---¢ ¢ par
5. Foérmula de Rodrigues:
1 df ¢
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10.

Formula de Schlafli:

Y
Pulr) = g 7{) ((ZZ_ x;ﬁﬂdz, (A8)

donde C' es un contorno cerrado simple en el plano complejo z que contiene
en su interior al punto z = x, recorrido en sentido positivo.

Los Polinomios de Legendre forman un conjunto ortogonal completo en £2[—1, 1],
y satisfacen la condicién de normalizacién:

1
2
/1 pg(l’)Pg/dx = o0 T 1(5@@/. (Ag)

Si f(x) € L*[—1,1], entonces:

r) =Y aPx), (A.10)
£=0

donde:

2€+ ! / f(x)Py(x _rl /_11 (1- xQ)é dzf(x)da:. (A.11)

264171 dxt

Funcién generatriz:
[1—2hx + 1% Z heP, (A.12)

donde |h| < 1.

Formulas de recurrencia:

Py (z) — aby(x
L+ 1)Ppyq(x
aPy(x) — P_y(z
Péﬂ( ) — Py (x
(2 = 1) P(x

) = ({+1)P(x) (A.13)
) (20 + D)aPy(x) — LPp_1(x) ( )
) = (P)(x) (A.15)
) = @+ 1)P(x) (A.16)
) = lePy(x) = P (x) (A.17)

Para cdlculos numéricos, el uso iterado de (A.14) permite calcular Py(x) para
todo x, partiendo de Py(z) =0y Pi(z) = .

Expresiones de los primeros Polinomios de Legendre:

Py(z 1 (A.18)
Pi(z) x (A.19)
Py(x) = % (32 — 1) (A.20)
Py(z) = % (5z* — 3z) (A.21)



A.2. Funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre, P*(z), con ¢ = 0, 1, 2, ,
—l,—0+1,...,0 —1,¢, se definen como las soluciones regulares para = € [—1,1],
convenientemente normalizadas, de la ecuacién diferencial:

2 2

d d m myoN
(1—x)ﬁ—2xd—+€(€+ 1) — .2 P™(z) =0. (A.22)

La forma general de estas funciones es:

ms2 d™
Pre) = ()" (1= 2?)" P
m/2 (_1)m dZer p
_ (¢ —m)!
P = (=)™ P A.24
Propiedades generales de estas funciones:
1.
P)(x) = Py(x) (A.25)
2. Ortogonalidad y normalizacion:
! 2 (l+m)
P (z)P) = / A2
| Pr@Pr@ = g (A.20)

3. Formulas de recurrencia:

Prl() = %Pf@) [+ 1) —m(m — )] PP ) (A2T)
(—m+1)P7 (x) =20+ 1)zP"(x) — ({ +m)P" () (A.28)
20 +1) (1 —a?) " Pr(a) = PO (2) — PPt () (A.29)

1/2

20+1) (1—2?) " Px) = ((+m)(L +m—1)P" ()

—(l—m+ 1)l —m+2)P2 (z) (A.30)
(A.31)
4. Foérmula de adicién:
‘
Py(x) = Py(x1)Py(xs) + 2 Z (1) P () cos mw, (A.32)
m:l
donde x4, xq9,x € [—1, 1], y verifican:
T =TTy — \/(1 —22) (1 — z3)* cosw. (A.33)
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A.3. Armonicos esféricos

Los arménicos esféricos son funciones definidas como:

C+1(0—m)"? .
Y ™0.0) = (=1)"Y" (0, 9) m < 0,

donde: 6 € [0, 7], ¢ € [0,27), vy * representa el complejo conjugado.
Propiedades més importantes de los armoénicos esféricos:

1. Ecuacién diferencial:

1 o0 (. 0 m2 -
LinQ@ (sm9%> Y + 0+ 1)] Y/"(0,9) = 0,

0

2. Paridad:
YMr = 6,0+ 7) = (—1)'Y"(6,9).

3. Sea un vector r = (x1,xe,3). Se definen las componentes:

1 _ 1 ,
Ty = _ﬁ(wl +ixg), To=x3, T_1 = _ﬁ(xl — i),
entonces se verifica:
1 /3
Y (0,0) ==\ —&m
1 ( 7¢) r 47T

4. Ortogonalidad y normalizacion:

/ VI (6, )Y (6, )2 = S

2 ™
/dQE/ d¢/ df sin 6,
0 0

donde:

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

Ademés, forman un sistema completo en £3(S;), Sy = {r/r = 1}, con medida

as.

5. Algunas ecuaciones:

m 20+ 1
)/é (97 ¢) = 67710 A )
m* m 20+ 1
Z )/é (‘97 ¢)}/ﬁ (‘97 ¢) - an
20+ 1
Y (0,0) = ym Py(cosb).

(A.42)

(A.43)

(A.44)



6.

Si tenemos dos direcciones en el espacio, caracterizadas por las coordenadas
esféricas (01, 1) y (02, 2), v 0 es el dngulo formado por estas dos direcciones,

entonces:
¢

Z Y (601, 1) Y™ (02, 62). (A.45)

Py(cos ) =
Desarrollo de una onda plana:

0o V4
BT = ar N ST k)Y (01, 60)Y (62, 62)  (A46)

=0 m=—¢

_ i%(% + 1)jo(kr)Py(cos ), (A.47)

£=0

donde jy(kr) son las funciones esféricas de Bessel, y 6 el angulo formado por
los vectores k y r, con direcciones dadas, en coordenadas esféricas, por (61, ¢1)
y (02, ¢2), respectivamente.

Regla de acoplamiento de los armoénicos esféricos:

> T(20, +1) (205 + 1)]"2
nTl(0’¢>nT2(9’¢):Zl( 14;(2)£(+i>+ |

=0
C(l1l2l|mymam)C(£1£2£|000)Y,™ (6, ¢), (A.43)

donde m = my + mg, y C({1lallmymaem) son los coeficientes de Clebsch-
Gordan. A partir de esta ecuacion, y usando la relacién de ortogonalidad
(A.40), obtenemos:

mg* mo m1 _ (261 + 1) (262 + 1> 2
/ Yid® (0. 0)Y (0, 0¥, (0, 0)d0 = | =1 7

><C(ﬁlfgﬁlmlmgmg)C(flﬁgﬁlOOO) (A49)

298



Apéndice B

Radiacion en las atmosferas
estelares

Definamos brevemente las principales magnitudes relacionadas con el tramspor-
te radiativo en las atmosferas estelares. Para un estudio mas detallado se pueden
consultar los tabajos de Mihalas y Weibel Mihalas (1999), Mihalas (1978) y Gray
(1992). Consideremos la atmosfera de una estrella esféricamente simétrica, y asu-
mamos que es tan delgada comparada con el radio estelar, que se puede reducir a
una superficie esférica de radio R.

Se define la intensidad especifica monocromdtica, Iy, como la energia radiada
en la direccién del observador por un elemento de superficie R?du/'d¢’ (' = cos '),
durante un intervalo de tiempo dt, dentro de un cono delimitado por el angulo sélido
d), y en el intervalo de longitudes de onda [\, A + d\|:

L) Ry d dudtd . (B.1)

Se define el flujo monocromdtico dirigido hacia afuera, F\, integrando la inten-
sidad I, sobre media esfera:

1 2m
Fy = / / (W) dp'dg’. (B.2)
0o Jo
Cuando la atmdsfera es esféricamente simétrica, Fy puede tomar dos significados
fisicos diferentes:
1. Desde el punto de vista de un observador distante, Fy es tal que:
(R?/r3)Fy\dSdtd\ (B.3)

es la cantidad de energia radiada por toda la estrella que atraviesa un elemento
de superficie dS situado a una distancia ry de la misma, durante un intervalo
de tiempo dt, en el intervalo de longitudes de onda [\, A + d\].

2. Desde el punto de vista de un elemento de la superficie estelar, Fy es tal que:
FdSdtd (B.4)

es la cantidad de energia que proviene del interior estelar, y que atraviesa un
elemento de area dS de la superficie estelar, durante el intervalo de tiempo dt,
en el intervalo de longitudes de onda [\, A + dA] (los fotones que provienen del
exterior no se tienen en cuenta en este balance de energifa).
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Cuando se consideran estrellas que pulsan con modos no radiales o que roten,
ya no se tiene simetria esférica, de manera que los dos puntos de vista anteriores
conducen a magnitudes diferentes. En este caso més general, el primer punto de vista
(el de un observador distante) se denota mediante F(, t), mientras que Fy (¢, ¢/, t)
representa al flujo dirigido hacia el exterior correspondiente al segundo punto de
vista (el de un elemento local situado en la superficie estelar).

Se define la funcion de “limb-darkening” normalizada:

2l
maul) = ) (B.3)
A
A partir de las ecuaciones (B.1) y (B.2) se deduce:
1
/ ha(W)p'dp’ = 1. (B.6)
0

En condiciones normales, esta funcién disminuye desde el centro hacia la periferia del
disco estelar debido a dos efectos. En primer lugar, cuando se observa la atmodsfera
desde una direccién oblicua no se ven capas tan profundas como cuando se observa
desde una direccion perpendicular. Por otro lado, dado que la temperatura aumenta
con la profundidad optica, hacia el centro se observan capas mas calientes, e Iy
aumenta.
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